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12-BOB

K o’p o ’zgaruvch ili funksiya la r, u larn ing  
lim iti, uzluksizligi

«M atematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o ’zgaruvchili 
t'unksiyalar batafsil o ’rganildi.

M atematika, lizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday funksi- 
yalar uchraydiki, ular ko 'p  o ’zgaruvchilarga bog’liq bo ’ladi. Masalan, doiraviy 
silindrning hajmi

У = nr’h (12.1)
ikki o ’zgaruvchi: /- rad iu s  hamda /г-balandlikka bog'liq.

Tok kuchi

y , f  02.2)

ham ikki o ’zgaruvchi: £ -e lek tr  yurituvchi kuch va £-qarshilikning funksiyasi 
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordam ida bir-biriga bog’liq 
bo’lmagan r va h o ’zgaruvchilarning qiym atlariga ko 'ra , tok kuchi (12.2) formula 
yordam ida bir-biriga bog’liq bo’lmagan E va R o ’zgaruvchilarning qiymatlariga 
ko’ra topiladi. Shunga o 'xshash misollami juda  ko’plab keltirish mumkin.
Binobarin, ko’p o ’zgaruvchili funksiyalami yuqoridagidek chuqurroq o ’rganish
vazifasi tug’ildi.

K o’p o ’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o ’zgaruvchili funksi- 
yalar nazariyasidagidek, funksiya va uning limiti, funksiyaning uzluksizligi va 
xakazo kabi tushunchalar o ’rganiladi. Bunda bir o ’zgaruvchili funksiyalar 
haqidagi m a’lumotlardan muttasil foydalana boriladi.

M a’lumki, bir o ’zgaruvchili funksiyalami o ’rganishni ularning aniqlanish 
to ’plamlarini (sohalarini) o ’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o'zgaruvchili 
funksiyalami o 'rganishni ham ularning aniqlanish to ’plam larini (sohalarini) bayon 
etishdan boshlaymiz.

l-§. Rm fa zo  va uning niuhim  to ’plamlari
l". R"‘ fazo. in 1аА/, A2, ... Am (/» > 1, butun son) to’plam lam ing Dekart ko’- 

paytmasi ikkita A va V to 'plam larning Dekart ko’paytm asiga o ’xshash 
ta ’riflanadi. A gar A, = A: = ... -- Am = R bo’lsa, u holda

At * A2 x .. .x  A,, = R x  R x . . .x  R = {(x,,x2 xm). x, e  R ,x2 e  R  хя e  /?}
bo’ladi. Ushbu

{(x,,x2 x ^ j. x, e  R.x2 e  R x„ e /?}

to ’plam R" to’plam deb ataladi. R" to ’plamning elementi (xr x 2,...,xm)  shu to’p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x = (x ,,x , xKJ.
Bunda x ,,x .  xm sonlar x  nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, . . .  m-
koordinatalari deyiladi.

Agar x = (x,,x2 xm) e R m, у  = ( y r y ,,...,ym)  e  R"‘ nuqtalar uchun
x, = y , ,x 2 = y 2 xn = y m bo ’lsa, u holda x  = у  deb ataladi.
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R" to ’plamda ixtiyoriy x  = (xl,x3,...,xm) ,  y  = ( y , ,y J y m)  nuqtalarni
olaylik.

1-ta’rif. Ushbu

р(х.у) = ̂  ~ХУ +0', -*гУ +- + (ym ~ x j  =jx(yi-x,y (12.3)
V -I

miqdor x  va у  nuqtalar orasidagi m asofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Fiunday 
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda V x .y .z e  R"’)

1) p {x ,y )  ̂  0 va p (x ,y )  = 0 ĉ > x =  у ,

2) p (x ,y )  = p ( y , x \
3) p(x,z)<p(x,y)+p(y,z).
Bu xossalami isbotlaylik. (12.3) munosabatdan p {x ,y )  m iqdom ing bar 

doim m anfiy emasligini ko’ramiz. Agar p(x ,> ') =  0 bo’lsa, unda y { - x ,  = 0 ,  

_y2 - x, =  0,...ym - x w = 0  bo’lib, x, = y ^  x 2 = >'2,...,xm =  y m y a’ni x  =  у  bo’ladi. 
Aksincha x = y ,  y a ’ni x, = y ,,  x , = y 2,...,xm =  y m bo ’lsa, u holda (12.3) dan 

p (x ,y )  — 0 bo’lishi kclib chiqadi. Bu csa I )-xossani isbotlaydi.
(12.3) munosabatdan

р ( х .у ) = ^ ( у 1- * У  + (у  г - x j  + ..+ ( y m- x J  =

= т](х1- у У + (х2 - У 2 У + М * . - у .У  =  p M
bo’ladi.

Masofaning 3)-xossasi ushbu

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda av alt...,am; Қ,Ь2,...,ЬШ ixtiyoriy haqiqiy 

sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to ’g ’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, \/x  e  R 
uchun

Х ( а л + А ) ‘ а о .
/=i

Bundan, x  ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi

[  Z ti,2 + { ^ L ah  j *  + Z A 2 ^  о

kclib chiqadi. Dcmak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega 
bo’lmaydi. Binobarin, uning diskriminanti

- ± ° ‘ ± b ;  +
/=1 i-l

bo’lishi kcrak. Bundan esa

2 » ,  s J t y  Д ?
„I V .=i V <-i

bo’lib,
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2 > ,2 + Z  л,2 + 2 X > A  <
/=1 i=| /=l

bo’ladi. Keying! tengsizlikdan csa

E « ,2 E » ,2 + 2 , I E « 2 J E * ;

E k ^ . y s J E - ' . ’ + J E * , '
- I  V >-i V /-I

bo'lishi kclib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik 
deb ataladi.

Ixtiyoriy x=(xr x , . . . .* J eR " ,  y = ( y , . y } ,ут)еН Г , :  = z,,....zm) e  IT
nuqtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

02.5)

Р(х ’У)=л Х ( у , - х1)  -

p (* ’* )= ^ X ( s. - * , )  ■

Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da
", = X -  X- A = ", -  У, 0  = 1.2,...,/»)

deb olsak, unda
<3, + b, =  z l - x l (i - 1,2...../»)

bo’lib,

bo 'ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlami e ’tiborga olib, topamiz:
p (x ,z )< p (x ,y )  + p (y ,z ) .

Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
R" to ’plam R"' fazo (/// o ’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi 

/Г  fazoning ba'zi bir muhim to ’plamlarini keltiramiz.
Biror a = (a r a: .....am )  e  Rm nuqta va /• > 0 sonni olaylik. Quyidagi

{* =  (* ,.* , xm) * R m - (хх- а У  + (х2- а гУ + ... + (х „ - а „ У  < r ’}, 12.6)
{x =  (x,,x2 x„ ) e  Rm : (x, -  о ,)2 + (x 2 - а 2У + . +  (■*:„ -  "„У  < r j }, (12.7)

ya’ni
[x  e  : p (x ,u )  — /'} ,

{xe /Г  . р (х ,я )<  /•}
to ’pi am I ar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar 
markazi, r  esa shar radiusi deyiladi.

Ushbu
{x =  (x ,,x2. . . . , x j € / r  . ( x . - o .y  + (x2 - У + ... +  ( х „ - а .У  = r 2}

ya’ni
(x e  Rm : p (x ,a )= r}
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to ’plam sfera deb ataladi. Bu sfcra (12.6) va (12.7) to ’plam lam ing chcgarasi 
bo’ladi.

Ushbu
(x  =  ( x i , x 2, . . . , x i-) g  R” : a ,  <  x. < bv a1 < x1 < bv...,am <  <  bn\ ,
(x =  (xpXj xm) e  Rm : a{ < x, < br a} < x 2 < b1,...,an < x,„ < 6„,}

to ’plamlar (bunda ar a2,-..,a„; br b, haqiqiy sonlar) mos ravishda
parallelepiped hamda ochiq parallelepiped deb ataladi.

Ushbu
{x =  (x,,x2 xm) e  Rm: x, > 0 , x 2 > 0 xm > 0 , x, +  x 2 + ... + xm < h}

to ’plam (m o ’lchovli) simpleks deb ataladi, bunda h- musbat son.
Yuqorida keltirilgan to’plam lar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordam ida 

muhim tushunchalar, jum ladan a tro f tushunchasi ta ’riflanadi.
2°. /Г  fazoda ochiq va у opiq io'plamlar. Biror x° =(x®,x2 x"t)  e  R “ nuqta

hamda s > 0  sonni olaylik.
2-ta'rif. Markazi x" nuqtada, radiusi £ > Oga teng bo’lgan ochiq shar xu 

nuqtaning sferik atrofi (e  atrofi) deyiladi va L/r (x°) kabi belgilanadi:

^ , ( * ° ) =  ^ e Л * Д х .х °)< с} .
Nuqtaning boshqacha atrofi tushunchasini ham kiritishimiz mumkin.
3-ta’rif. Ushbu

{* =  (*l"*2 e  R,n -  <5, < x, <  X,° +«$,.

д 2° - < x 2 < x? +  <52 x l - 8 m < xm <x°m+dm)
ochiq parallelepiped x" nuqtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va

U s^-.S"  (y°) kabi belgilanadi.
Xususan St = S: = ... = Sin -  S  b o ’lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga

aylanadi va uni (Л>(х°) kabi belgilanadi.

1-lemma. x° e  Rm nuqtaning har qanday Ue (x0) sferik atrofi olinganda ham

har doim x" nuqtaning shunday (Уй> '2..л„ (x°) parallelepipedial atrofi mavjudki, 
bunda

...s„ ( x ° ) c  (x°)
bo’ladi.

Shuningdek, x" nuqtaning har qanday (7^д2..л„ (x°) parallelepipedial atrofi 

olinganda ham har doim shu nuqtaning shunday U£(x0) sferik atrofi mavjudki, 
bunda

(yr (x0) c t / M2. .^ ( x 0)
bo’ladi.

< x° e  Rm nuqtaning sferik atrofi

6



C/f (x°)=  {л e Rm : р(д:,л")<  &}

berilgan bo’lsin. Bundagi e> Q  songa k o 'ra  6  < -Д =  tengsizlikni qanoatlantiruv-
V m

chi 5  > 0 sonni olamiz. So’ng x° nuqtaning ushbu

U с(x°) =  {x  = ( x v x 2 xm)  6 R"' : x° -  S  < x, < л,0 + ^ ,

, x 2 - S  < x 2 < x 2 +<5,...,л", - 6  < xm < x° + 5 /  
parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, x e U t (.v°) bo’lsin. Unda |x, - j c (°| < S  (i = 1 , 2 , bo’lib,

< K s 1 = s ^

b o ’ladi. Yuqoridagi 5  < -j=  tengsizlikni e ’tiborga olib topamiz:
V/и

Dcmak, /) (x ,.v ° )< f. Bu esa x e U t (xv) ekanini bildiradi. Shunday qilib, 

Vx 6 ^У,. (x°) => x  e  U c (x°)
ya’ni

й Д х 0) с ( / с(х°)
bo’ladi.

x" e  R"‘ nuqtaning

(/<?|г2. .<$1П(г°) =  f x  =  (xi,x2,...,x„,)g  R"1 :x , - < x, < xf  +

,x2 - S 2 <x2 < 4  + S2 x(°n - S m <xm< x l  +  Sm }
parallelepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda

s  = min{SvS2 Sm}
ni olib x" nuqtaning sferik atrofi

( / , ( j c ° ) = { x e / r  . p (x .x ° )< f}
ni tuzamiz.

Aytaylik x e t / f (x0) bo’lsin. U holda

p (x .x ° ) = (x, - x ? f  < £ < S , (/ =  1,2.....m)

bo’ladi. Demak,

|x, -  x;0j <  -  x ° f  < 5̂  (/ =  1,2......m).
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Bundan esa x  e  (/<$,», sm (x0) bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib,

Vx e  Uc (x°) = > xe(J  ...sm (x°)
ya’ni

Ue (x ° )< z U ^  (x°)

bo’ladi. ►

Aytaylik, Rn' fazo va G  to 'p lam  berilgan bo’lsin: G a  R"'.

4-ta'rif. A gar x° e G  nuqtaning shunday £/Д хи) atrofi (<>' > 0 )  topilsaki,

U,(.0)cG
bo’lsa, x H nuqta G  to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.

5-la'rif. T o’plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo’lsa, u ochiq 
to ’plam deb ataladi.

12.1-misoL R"’ fazodagi ochiq shar ochiq to ’plam bo 'lish i isbotlansin.
4  A>taylik,

A = { x e R m : р {х ,х°)< г}

R™ fazodagi biror ochiq shar bo'lsin. Ravshanki, г e  A p(r,x")< r .

Ushbu /, =  r -  p[z, x ° )  sonni olib, quyidagi

В = { x e  Rm : p (x , x° )<r j  
sham i qaraymiz. \ / y e  В uchun,

p ^ , x 0) < p ( y ,z )  +  /)(z ,x0)< zi + p (z ,x ° )

munosabatga ko’ra
B e . A

bo’ladi. ►
Rni fazoda biror F  to ’plam va biror xL nuqta berilgan bo’lsin.
6-ta 'rif. Agar

V/-> 0 . 3 x e F ,x * x °  : x e { x e  Rm:p(x.x°)< r} 

bo’lsa, x° nuqta F  to 'piam ning limit nuqtasi deyiladi.
Masalan, ushbu

A = { x e  Rm : p(x,x0)< r f  
sham ing barcha nuqtalari uning limit nuqtalari bo’ladi.

V-ta'rif. F  e  Rm to ’plamning barcha limit nuqtalari shu to ’plamga tegishli 
bo’lsa, F  yopiq to ’plam deb ataladi.

Masalan,
E = { x e R m: p(x,x°)<r}

yopiq to ’plam bo’ladi.
Shuni ta ’kidlash lozimki, ochiq va yopiq to ’plam lar ta ’riflarini qanoatlantir- 

maydigan to’plam lar ham ko’pdir.
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Biror А/ с  Rm to 'plam ni qaraylik. Ravshanki, Rm \ M  ayirma Л/ to’plamni 
R"' to’plamga to 'ldiruvchi to ’plam bo’ladi. (qaralsin l-qism, 1-bob, l-tj).

8-tu'rif. A gar л 0(х0 e  /?"’) nuqtaning istalgan t / c(x°) atrofi da ham M  to’p

lamning. ham Rm\M  to’plamning nuqtalari bo’lsa, x° nuqta M  to’piamning 
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M  to’plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan 
iborat to ’plam Л/ to’plamning chegarasi deyiladi va uni odatda д (м )  kabi 
belgilanadi.

Bu tushuncha yordam ida yopiq to’plamni quyidagieha ham ta'riflash 
mumkin.

9-ta 'rif Agar f {f  a  /?"') to’plam ning chegarasi shu to’plamga tegishli, 
ya’ni д( / - ') с  F  bo’lsa, F  yopiq to’plam deb ataladi.

Yopiq to 'piam ning yuqorida keltirilgan 12.7- va 12.9- ta ’rifiari ekvivalent 
ta ’ri fiardir.

Biror M с  Rm to’plam berilgan bo’lsin.
10-ta’r i f  A gar Rm fazoda shunday shar

(7° = {x 6 Rm p(x, 0) < r )  (0 = (0, 0 ,..., 0))

topilsaki, M <zU0 bo’lsa, M  chcgaralangan to’plam deb ataladi.
Faraz qilaylik, .....xni(t) funksiyalaming har biri ( a .b j  segmentda

uzluksiz bo’lsin.
Ushbu

{*,(/),л:2(/),...,л:т (/)} ( a < t < b )  (12.9)

sistema yoki nuqtalar to 'plam i R'" fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,
д:, = ccyt + fli, x2 = a 2t + P2 xm = a nit + Pm

( - oc < z < +cx3, a , ,  a 2,. . . ,a m; Д .  p 2 Pm haqiqiy sonlar va a v a 2y...a m lar-

ning xech bo’lm aganda bittasi nolga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema R"’ 
fazoda to ’g ’ri chiziq deyiladi.

Rm fazoda ixtiyoriy ikkita x '= (x \,x2 x'm)  va x" = (x ”,x2 x"m) nuqtani
olaylik. Bu nuqtalar orqali o ’tuvchi to ’g ’ri chiziq quyidagi

{(x\ + t{ x '-x [ \  x'2 +l{x2- x 2)....... x'm+t{x'm-x 'm))} (-со< z < +oo) (12.10)

sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda Z =  0 va Z =  1 bo’lganda Rn' fazoning mos 
ravishda x' va x ” nuqtalari hosil bo’lib, 0 < Z < 1 bo’lganda (12.10) sistema R"' 
fazoda x' va x ” nuqtalarni birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmasi bo’ladi.

R'" fazoda chekli sondagi to ’g ’ri chiziq kcsmalarni birin-ketin 
hirlashlirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.

M cz Rm to ’plam berilgan bo’lsin.
11-ta'rif. Agar Л/ to ’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi 

shunday siniq chiziq topilsaki. u M  to ’plamga tegishli bo’lsa, M  bog’lamli 
to’plam deb ataladi.

12-ta’r i f  A gar M  с  R"' to 'p lam  ochiq hamda bog’lamli to ’plam bo’lsa, u 
soha deb ataladi.



/?"' fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiq sim plekslar fazodagi 
sohalar b o ’ladi.

2-§. R"' fazoda ketma-ketlik va uning limiti 
Natural sonlar to 'plam i N  va ft"  fazo berilgan bo 'lib , /  har bir n (n e  N )

ga R"1 fazoning biror muayyan x<n> =(x/]">.x f*  x'„"J) e R"’ nuqtasini mos
qo’yuvchi akslantirish bo’lsin:

f  : N  ^  Rm yoki n - > x n = (x[n,.x (2n) x fmn)).
Bu akslantirishni quyidagieha tasvirlash mumkin:

i ^ v u = ^ u . 4 u  W ) .
 t f ) ,

n -> x ,n)=(x{n,,x(2n,,...,x<mn,),

/ . N ->  R"' akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan

x ( '>,x(2>..... xw ....
to ’plam ketma-ketlik deb ataladi va u kabi beligilanadi. Har bir

x (n> € R'" (n = 1,2,...) ni ketm a-ketlikning hadi deyiladi.

Shuni ta 'kidlash kerakki, \x<r" } ketm a-ketlikning mos koordinatalardan 

tuzilgan {x/'0 } {x2r" ^ . . . ,  \ x J nJ} lar sonli ketm a-ketliklar b o ’lib, } kctma- 
ketlikni shu m  ta ketm a-ketlikning (m a’lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb 
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti.
Rm fazoda biror

W 2'  (12.11)
ketma-ketlik hamda a = (a ,,« 2 am) e  Rm nuqta berilgan bo’lsin.

13-ta’r i f  Agar V f > 0  olinganda ham, shunday n0 e N  topilsaki, barcha 

n> n0 uchun

p{xn,a ) < e

tengsizlik bajarilsa, a  nuqta ketm a-ketlikning limiti deb ataladi va

lim x"  =  a yoki и ->  oc da x" a kabi belgilanadi.

l-§da keltirilgan a  nuqtaning с  -atrofi ta ’ri fin i e ’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagieha ham ta ’riflasa bo’ladi.

14-ta'rif. Agar a  nuqtaning ixtiyoriy U£(a) atrofi olinganda ham. (v""} 
ketma-ketlikning biror hadidan bosh lab, keyingi barcha had lari shu atrofga 

tegishli b o ’lsa, a  nuqta { x ^ }  ketm a-ketlikning limiti deb ataladi.



Agar (12.11) ketm a-ketlik lim itga ega bo’lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma- 
ketlik deb ataladi.

Limit ta’rifidagi shartni qanoatlantiruvchi a  mavjud bo’lmasa, {/"-'} ketma- 
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketm a-ketlikning o ’zi esa uzoqlashtimvchi 
deb ataladi.

Shunga e’tibor berish kerakki, ketm a-ketlikning limiti ta ’rifidagi с  ixtiyoriy 
m usbat son bo 'lib , n0(n0 e  /V) esa £  ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma- 
ketlikka) bog’liq ravishda topiladi.

12.2-misoL R"' fazoda ushbu (v"}= - j |  ketm a-ketlikning limiti

a = (0,0.....0) bo’lishi ko ’rsatilsin.

4  V f  > 0 sonni olaylik. Shu s  ga ko 'ra  /?0 =  — • + 1 ni topamiz. Natijada

barcha n > n0 uchun

p ( x " , a ) = / / f - , - , . . . , - l ( 0,°l 0)
\ \ n  n n )  J

Vm ^  V/т?

П A7n

in

! in
< £

+  1

bo’ladi. Demak, ta ’rifga ko’ra,

lim  л »  =  l im [ ~   - 1  =  (0,0 0) = a
„-ИО п-^'Уп n n )

bo’ladi. ►

Rm fazoda {x00} =  {xf"-1,j/2n\... ,x ("1} ketma-ketlik berilgan bo’lib, u 

a = (aila2,...,am) limitga ega bo’lsin. U holda limit ta ’rifiga ko’ra, V f > 0  

berilganda ham, {л/ "у} ketm a-ketlikning biror n0 hadidan boshlab keyingi hadlari 

a  nuqtaning

Uc (a) =  {xe R '": p(x, a) < t'} 

sferik atrofiga tegishli b o ’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning l-§dagi 1-lcmmaga

muvofiq shu a nuqtaning Uc{a) parallelepipedial atrofining qismi bo’ladi:

U £(a)czU c(a)

Demak, [x(n)} ketm a-ketlikning o ’sha n0 hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlari a  nuqtaning U c{a) atrofida yotadi, ya’ni barcha n > n0 uchun

x in) £ U c (a) =  { ( x i ,x 2, . . . ,x m )(=Rm: a . - f c x ,  < o , +£ ,  

,a 2 - £ < x 2 < a 2 +£...., ат- Е < х т < ат+ £}  
bo’ladi. Bundan csa, barcha n>  nQ uchun



Я, -  £ < х[п) < a i +£,

а2 ~ £  <*2П> < а 2 + £ ,

ат- £ < < а т+£
bo’lishi kelib chiqadi. Demak. > 0 olinganda ham, shunday n > n 0 topiladiki, 

barcha n> n0 uchun

\x{n> -a A  <£, U n) -a-,1 <£, ...,\x<̂ > - a m\ <£11 ' £ — I ' 1 т m

bo'ladi. Bu esa
lim  x ^  = a} 

lim x in) = a

lim x (mH> =  am

ekanligini bildiradi.

Shunday qilib, R"' fazoda {x(n)} =  ,x(2 },...,x(n"J} ketm a-ketlikning limiti

a  = (al,a2,...,am) bo’lsa, u holda bu ketm a-ketlikning koordinatalaridan tashkil 

topgan sonlar ketma-ketliklari ham limitga ega bo’lib, ular
mos ravishda a nuqtaning av a2,...,am koordinatalariga teng bo’ladi.

Demak,

lim x("J = a.

lim x (n) =  a :

П-Н» 1

lim x("J = o ,
(12.12)

l im x (mn) = am

Endi Rn' fazoda ketm a-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan 

s011̂  ketma-ketliklari limitga ega bo’lib, ularning limitlari 

mos ravishda a  = Rm nuqta koordinatalari aua2,...,am larga teng

bo’lsin:
lim x \nj = a,

lim x in) = a

12
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Limit ta ’rifiga a so saa  V f > 0  olinganda ham, -7 = g a  ko’ra shunday
V/»

n[u e N  topilad ik i,barcha n > n (0]) uchun

1 V/и
shunday n(02> e N  topiladiki, barcha n > r t f1 uchun

1 V/и

va xokazo, shunday п '”* e  /V topiladiki, barcha n> n ," > uchun

- a m\ < - r =
1 1 V/и

bo’ladi. A gar п0 =тах{п<0]>, n{2),..., n(0mJ } deb olsak, unda barcha n > и0 uchun 

bir yo ’la

- a \  < - j=  (/ =  1, 2......../и)
V и/

tengsizliklar bajariladi. U holda 

b o ’lib, undan

p[x(n> ,a )< €
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa

lim x fn) = a

ekanini bildiradi.

Demak, \x(nJ}={4”>- > •  • • } ketm a-ketlik koordinatalaridan tashkil

topgan sonlar ketm a-ketliklarining limitlari mos ravishda

a  = (av a2,...,am) nuqta koordinatalari av a2,...,am larga teng b o ’lsa, ( x ^ ) ketma- 

ketlikning limiti yuqoridagi ta ’r i f  m a’nosida shu a  nuqta b o ’ladi: 

lim x(n) = a.
n-Х» ~

lim xf2n) = a2
■ =? l imxfn) =a.  (1113)

l i m / : > = a n 

Yuqoridagi (12.12) va (12.13) munosabatlardan
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Пт х (п> = а О

lim х{п, = а { 

Пт х (2п> =  а2

Пт х 1" 1 = а„

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teorem aga kclamiz:
l-teorema. Rm fazoda {x"v }=  х^>) ketm a-ketlikning

a = ((i\,a2.....<?„,)e Rm ga intilishi

x*"1 —> a ( » ->  od da)
uchun /? ->  со bir yo’la

xm ->  am
bo'lishi zarur va yctarli.

Bu teorema Rm fazoda ketm a-ketlikning limitini o ’rganishni sonli ketma- 
ketliklam ing limitini o ’rganishga keltirilishini ifodalaydi. M a’lumki, «M atematik 
analiz asoslari» kursining l-qism . 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil 
o ’rganilgan.

2°. Ketma-ketlik Hmitiga doir ba 'zi tasdiqlar
Sonlar ketma-ketligi limiti haqidagi m a’lum otlar (tushuncha va tasdiqlar) 

R'" fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o ’rinli bo’ladi. Q uyida biz 
ularni keltirish bilangina kifoyalanam iz (keltirilgan tasdiqlami isbotlashni 
o ’quvchiga havola ctamiz).

1) R™ fazoda ^ n>\=\?{''>.xfj*  x ^ ) }  ketm a-ketlikning chcgaralangan

bo'lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat sonlar
ketma-ketliklarining har birining chcgaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2) Rm fazoda { /" '}  ketma-ketlik uchun V f  > 0 olinganda ham shunday 
n0 e N  topilsaki, barcha n > n0, p  > n0 da

tengsizlik bajarilsa, fundamental ketm a-ketlik deyiladi.

Rm fazoda .x^'1..... x^"')} ketma-ketlik fundamental bo’lishi

uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan iborat ketma-
ketliklarining har birining fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

R"’ fazoda ketm a-ketlikning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun u
fundamental bo’lishi zarur va yetarli (Koshi teoremasi).
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3) Markazlari г /" 1 =  ( а /л),я 2("> Rm nuqtalarda, radiuslari
r„ (r„ > 0, /7 =  1, 2 ....)  b o ’lgan

=  Sn(a(").r„ )=  {, e  Rm p ( x .a ^ ) <  rn] (n = 1, 2, 3 ....) 
sharlar berilgan bo ’lsin. Agar

5 ,= ) S 2 Z )...= )S„=d... 
munosabat o ’rinli bo 'lsa , {S„} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi 
deyiladi.

Agar R"' fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi {S„} uchun
lim = 0

bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan a (a e  Rm) nuqta mavjud va 
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) Rm fazoda \x,n>):

x 0>. x (1>......x (n),... (x(n) €  Rm, я = 1 .2 ,...)
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning

я | ,я 2,...,яА,... (/?, < я о < ... < nk < .... nk e  N, к = \, 2 ,...)
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu

x (n' >,x fn> \...,x (n' ) ,... ( / ’*' €  Rm) 
ketma-ketlik { / ”-') ketm a-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va kabi 
belgilanadi.

Agar {V"']' ketm a-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti a ( a e R m) 

bo’lsa, bu ketm a-ketlikning har qanday qismiy (x'"*''} ketma-ketligi ham 
yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti ham a ga teng bo’ladi.

Har qanday chcgaralangan { / л }̂ ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy 
ketm a-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ко 'р о 'zguruvchili funksiya  va uning limiti
l". Funksiya. Biror м { м  с  /?”')  to ’plam berilgan bo’lsin.
15-ta'rif. Agar M  to ’plamdagi har bir x  =  (x,. x2 xm) nuqtaga biror

qoida yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son y ( y e R )  mos qo’yilgan bo’lsa, M  
to ’plam da ko ’p o ’zgaruvchili (m  ta o ’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan) 
deb ataladi va uni

/  (*|.*2 Xm ) ^ y  yoki y  = f { XVX2 Xm) (12.14)
kabi belgilanadi. Bunda А-/-funksiyaning berilishi (aniqlanish) to’plami, 
x l,x2,...,xm erkli o ’zgaruvchilar -  funksiya argumentlari, у  erksiz o ’zgaruvchi - 
x ,,x 2 xm o ’zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.

(x ,,x2 xm) nuqta bitta x bilan belgilanishini e ’tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaqt (x ,,x2 xm) o ’rniga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14) belgilashlar quyidagieha yoziladi:
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f  : x - ± у  yoki у  = f ( x )  (x e  Rm, у  e  It).

Funksiyaning berilish to ’plam idan olingan x" e  M  nuqtaga mos keluvchi 

y 0 son у  = f ( x )  funksiyaning x  = x° nuqtadagi xususiy qiym ati deb ataladi.

Masalan, f  -  Rm fazodagi har bir x nuqtaga shu nuqta koordinatalari 
kvadratlarining y ig ’indisini mos qo’yuvchi qoida, ushbu

f:x  x,2 + x 2 + ... +  x 2, у  =  x 2 + x 2 + ... +  x 2

funksiyani hosil qiladi. Bu funksiya M  =  Rw to ’plam da berilgan.

/ ( x )  funksiya M  a  Rm to ’plam da berilgan bo’lsin. Ushbu { /(x ) .  x e  М ) 
to ’plam funksiya qiymatlari to ’plami (funksiyaning o ’zgarish sohasi) deb ataladi. 

/?"м| fazoning (x, y) ( x e  R"',y = f ( x ) e  r ) nuqtalardan iborat
ushbu

j(x ,/(x ))}  =  ^ x ./(x ))  : x e / r .  / ( x )  e  /?} 
to ’plam у  = / ( x )  funksiya grafigi deb ataladi.

Masalan, ni = 2 bo 'lganda ( /?2 fazcxia)

y  = x v x 2, у  =  X|2.x 2, у  =  - / l-X | - x 2

funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda Ry fazoda giperbolik paraboloid 
(a), aylanma paraboloid (b) ham da yuqori yarim  sferalar (s) dan iboratdir.

(a)

s)



M  с  R'" to 'p lam da y  = f { x )  = f { x ux2,...,xm) funksiya berilgan bo’lib, 

X\,x2,...,xm lam ing har biri 7  c /? *  (k e  N )  to 'p lam da berilgan funksiyalar 
bo’lsin:

дс, =<pi(t)=<p](t].t2..... /*),

x2 =<p2(t)=<p2(tl ,t2.....

Хт=<Рт(‘)=<Рт(?1’‘г-> 1к)
Bunda t = (t\,t2,...,tk) o ’zgaruvchi T  c .R k to 'plam da o ’zgarganda ularga

mos x  = (xx,x2 xm) nuqta M  a  Rm to ’plamga tegishli bo’lsin. N atijada у
o'zgaruvchi x  = {xx,x2 xm) o ’zgaruvchi orqali t - ( t x,t2,...,tk )
o ’zgaruvchilam ing funksiyasi bo’ladi:

t - > x - > y ,

( (М г -Л  ) “ > ( * . . * 2 .....

У = /M')) = / M v 2   /*))•
Bu murakkab funksiya yoki / ( л )  hamda ^,(z) (z = 1 , 2 , funksiyalar 

supeфOzitsiyasi deb ataladi.
E lem entar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko’paylirish va b o ’lish 

amallari ham da funksiyalar superpozitsiyasi yordam ida ko’p o ’zgaruvchili 
funksiyalar hosil qilinadi. Ushbu

**' у  = 1Пу1хх + x2 +... + x„, 
у  = sin(xxx 2) +  sin(x2x i ) 4 - ... + sin(xm_]x m) 

funksiyalar shular jum lasidandir.

f ( x )  = f ( x ] ,x2,...,xm) funksiya M  cz Rm to ’plam berilgan bo’lsin. Agar bu 
funksiya qiymatlari to 'plam i

Y = { f ( x x,x2 xm\{ x vx2 x „ ,)e M }

yuqori dan (quyidan) chcgaralangan bo’lsa, ya’ni shunday o ’zgam ias С 
(o ’zgarm as / ’ ) son topilsaki, V(.vl, x2 vm) e  M  uchun

f ( x \>x2 Xm )  ̂  C  t / k .  x2 ^  ^  P)
tengsizlik o ’rinli bo’lsa, f { x )  = f { x x,x 2,...,xm) funksiya M  to ’plamda yuqoridan 

(quyidan) chcgaralangan deb ataladi, aks holda, ya’ni har qanday katta musbat S  
son olinganda ham M  to ’plamda shunday (x°, , . . . , )  nuqta topiIsaki,

f ( x l x°2 x0m)>s  ( f ( xl xl  ■Ут)< -$ )
tengsizlik o ’rinli bo 'lsa, / ( x )  =  / ( . r l ,x2,...,x„,) funksiya M  to ’plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.

Agar / ( x )  =  / ( x l,x2,..xm) funksiya M  to 'plam da ham yuqoridan, ham 

quyidan cheearalangan bo’lsa, funksiya shu  to ’plamda chcgaralangan deyiladi.
12.3-misol. Ushbu
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/ t _  , 2  2 _  _  2
^  _ , I 2 •• m

funksiyaning aniqlanish to 'plam i topilsin.
4  Qaralayotgan munosabat m a’noga ega bo’lishi uchun

l ~ Xl ~ X2 ~  - ~ Xm ^  0. 

х,2+х22+... + л;--1>0
bo’lishi kerak. Ravshanki,

1 - x ,2 -  x2 -  -  0 => -Yi2 + x 2 + ... + x 2 <  1 bo’lib, u Rm fazoda

{xe/?”  . p (x .0 ) < l}
shami (0 = (0,0, ...,0));

л,2 + x2 + ... + x 2 -  -  > 0 => x,2 + x 2 + ... +  X2 > -  bo ’lib, u Rm fazoda
. 2  4  1 2 4

| x  e  Rm ; p ( x , 0) > ^ |

to ’plamni (markazi 0 =  (0 ,0 ,...,0 )  nuqtada, radiusi bo ’lgan shar tashqarini) 

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to ’plami

{*€/?” . p{x. 0) < l | n | x e / ? m : p(x, 0)>

bo’ladi. ►
2". Funksiyaning limiti. Rm fazoda biror M  to ’plam olaylik. a nuqta 

{a = ((/,,a2 am)) shu to ’plamning lim it nuqtasi bo’lsin. U holda M  to ’plamning

nuqtalaridan a ga intiluvchi turli { x ^ }  (xr"; e  M, x (n) * a , n = \, 2 , ...) ketma- 
ketliklar tuzish mumkin:

lim x <n) =  a .

Endi shu M  to ’plamda biror у  -  f ( x )  funksiya berilgan bo’lsin. 
l6 .-ta ’r i f  (Geyne ta'rifi). Agar M  to ’plamning nuqtalaridan tuzilgan a  ga 

intiluvchi har qanday \x("J ) (x ^  * a , n = I, 2 , ...)

ketma-ketlik olinganda ham mos {/(x^"-1)) ketma-ketlik hamma vaqt yagona в 
(chekli yoki cheksiz) lim itga inti Isa, в f ( x )  funksiyaning a nuqtadagi (yoki 
x ->  adag i) limiti deb ataladi va u

lim f ( x ) =  в yoki x  ->  a  da / ( x ) —> в

kabi belgilanadi.
Funksiya limitini boshqacha ham ta ’ri flash mumkin.
I7-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar V s > 0  son uchun shundan S> Q  topilsaki, 

ushbu 0 < p{x. a )< d  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e  M  nuqtalarda
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\ f { x ) ~ t \< £
tengsizlik bajarilsa, в  son f ( x )  funksiyaning a nuqtadagi ( x - > a  dagi) limiti 
deb ataladi.

18-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar V £ >  0 son uchun shunday <5 > 0 topilsaki, 
ushbu 0 < p{x, a )< 3  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  e  M  nuqtalarda

i / M > e  ( f(x )> £ , / ( x ) < - e )  
bo’lsa, f ( x )  funksiyaning a  nuqtadagi (x  — >  a dagi) limiti oo(+ oo,--oo) deyiladi. 

Yuqoridagi l im f( x )  = e  yoki x - ^ a  da f ( x )  ->  в  belgilashlarni,

X = {xv x 2 xm\  o  =  (o l.o 2 am) hamda

1 ^ >tii.
x , - )

x  a О

ekanligi e ’tiborga olib quyidagieha
lim f ( x \ . x 2,...,xm) = e

*2
xm

yoki

Xi -> «!

X2~+a2 , , /  xda f ( x l.x 2 xw) - > e

Jf- ->
yozsa ham bo ’ladi.

/?"' fazoda biror AV to ’plam berilgan b o ’lib, oo esa shu to’plamning limit 
nuqtasi bo’lsin. Bu M  to ’plamda у  =  / ( x )  funksiya berilgan.

19-ta’r i f  (Geyne ta'rifi). Agar M  to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har 

qanday {v1" 1} ketm a-ketlik uchun x 1" 1 ->oo da mos { /(x 1" 1)} ketma-ketlik hamma 
vaqt yagona в  ga inti Isa, в f ( x )  funksiyaning x  ->  oo dagi limiti deb ataladi va

lim f ( x )  = в
Л-»»

kabi belgilanadi.
20-ta’rif. (Koshi ta'rifi). A gar У и > 0 son uchun shunday S  >0 topilsaki, 

ushbu p(x, 0)>(5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e  M  nuqtalarda

| / ( x ) - e |< £

tengsizlik bajarilsa, в m f(x )  funksiyaning x  ->  со dagi limiti deb ataladi va
l im f{ x )= e

kabi belgilanadi.
Shuni ta ’kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti 

qaralayotgan nuqtada funksiyaning berilishi (aniqlanishi) shart emas.
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1-eslatma. Yuqoridagi funksiya limitiga berilgan Geyne ta ’ri fining 

mohiyati, har qanday {x( ' " } (x(n) *■ a, /7 = 1, 2 , x <n> - >  a) ketm a-ketlik uchun 

mos {/(x/ ”>)} ketm a-ketlikning limiti olingan (v " " | ketm a-kctlikka bog’liq 
bo’lmasligidadir.

12.4-misol. Ushbu

r , agarx ,2 -t-Jtj > 0  bo 'lsa .
f ( x )~ A x ,,x 2) = ^ Xl2 +xj

[ 0 .agarx,2 + л22 -  0 bo'lsa

funksiyaning x = (xl,x2) -> (0 ,0 )  (ya’ni x, -> 0 , x2 0 )  dagi limiti nol ekanligi 

ko’rsatilsin.

4  Bu funksiya /? ' to’plamda berilgan bo’lib, (0 ,0) nuqta shu to ’plamning 
limit nuqtasi.

a) Geyne ta ’rifi bo’yicha: (0 ,0) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

x r" , =  (xf”< x 2w )-> (0 .0 )  (ya’ni x ^ - > 0 ,  x ^ - > 0 ,  x w ^ (0 , 0 ))  ketma-ketlik 

olamiz. Unga mos { / ( x ^ )}  ketma-ketlik uchun quyidagieha

/ ( / " > ) = / ( х Г , х 2") =
x < n >x <n > x<n)x<n)

v 4 ”,x <2n>

Y ( n )  ( n )  x, x2

bo’lib, x[n> ->  0, x 2"; —> 0 da

(*i
lim  / ( x rn ,) = 0

bo’ladi. Dcmak,

lim f i x )  = lim
(i|.A'2)-»(0.0) V, '

x.x1 2  _

\ o y R + * !
= 0

b) Koshi ta ’rifi bo’yicha: V f  > 0 songa ko’ra 5  = 2s  deb olinsa, u holda 
0 < f>(x, 0)<(5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda

x .x .

x ,2 + x22

X, • X,
< -  - /x f + x 2 = -  p(x, 0 ) < - ( 5  =  f

V ? + x r2 2

tengsizlik o ’rinli bo’ladi. Bu esa

lim f i x )  =  lim —r x^ -  = o.2
1 т л 2

ekanligini bildiradi. ►
12.5-misol. Quyidagi

/M  = /(x„x2) = X, x;

X( x2 +  (x| x2)
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funksiyaning ^  =  (jC|>jc2) - > (0 .0 )  ya’ni лг, ->  0. x2 ->  0 dagi limitining mavjud 
emasligi ko’rsatilsin.

-4Bu funksiya R2 \(0,0) to ’plamda berilgan bo’lib, (0 ,0) shu to’plamning 
limit nuqtasi.

(0 ,0) nuqtaga intiluvchi ikkita

~ ( n )
X

ketm a-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda
I
. 4

n
1_
4

1 + 4 a?2
A,4 / ,2_

->0

bo’ladi. Bu esa x - » ( 0 ,0 )  da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini 
bildiradi. ►

3°. Limitga ega bo’lgan funksiya lam ing  xossalari. Chekli limitga ega 
b o ’lgan ko’p o 'zgaruvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo’lgan bir 
o ’zgaruvchili funksiyalam ing xossalariga (qaralsin l-qism , 4-bob, 4-§) o ’xshash 
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o 'zgam vchili funksiyalar xossalarining 
isboti kabidir.

Biror M  с  Rm to ’plam da f ( x )  funksiya berilgan bo’lib, a ( a e R ni) nuqta 
shu Л/ to ’plam ning limit nuqtasi bo’lsin.

1) Agar
lim f ( x )  -  в

mavjud bo’lib, e > p ( e < q )  bo’lsa, a nuqtaning yctarli kichik atrofidagi 
х е М  (хФ а)  nuqtalarda f ( x ) >  p  ( j{ x )< q )  bo 'ladi. Xususan, bo 'lsa, u
holda a  nuqtaning yetarlicha kichik atrofida / ( x ) ^ 0  bo’ladi.

2) Agar
lim f { x )  = в

mavjud bo’lsa, a nuqtaning yetarlicha kichik Us {a) atrofida ( x  e  M  
nuqtalarda) f ( x )  funksiya chcgaralangan bo’ladi.

Endi Л-/ с  R'" da ikkita /,(.x ) va f 2(x) funksiyalar berilgan bo’lsin.
3) Agar

lim f  (x) = в , . lim / ,  (x) = e2 
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bo'lib, a nuqtaning Us (a) atrofidagi barcha x nuqtalarda ( x e  M  f]U s (a)), 
/,(>-)< / , ( x ) b o ’lsa, u holda <?, < « 2 bo’ladi.

4) Agar a  nuqtaning Us (a) atrofidagi Jt e M f] U s (a) nuqtalarda
f ( x ) <  f ( x ) <  f 2(x) 

bo’lib, x a da f ( x )  va / 2(л) funksiyalar limitga ega hamda
lim / , ( x ) =  lim / 2(х) = в

bo’lsa, u holda f ( x )  funksiya ham limitga ega va
lim f ( x )  = в

bo’ladi.
5) Agar x - > a  da / ( x )  va / 2(x) funksiyalar limitga ega bo 'lsa, 

/ , ( x )±  / 2(x) funksiyalar limitga ega bo’ladi va

/ /w [ / i ( x ) ± /2(x )]=  lim f ( x ) ±  lim f 2(x).
x —h i  x -нм x -* a

6) Agar x  a da / , ( х )  va / 2(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, 
/i(x )-  / 2(x) funksiya ham limitga ega bo’ladi va

/" ” [./!(*)• Л М Ь  И™ f M .
x -* a  x —*a x-+a

7) Agar x  —>a da /i(x) va f2{x) funksiyalar lim itga ega bo 'lib , lim f 2(x )* 0  

f i x )bo’lsa, — r -т funksiya ham limitga ega bo’ladi va
M * )

/;(x ) lim f ( x ) цт 1 Ш - ^ о

2-eslatma. Bir o ’zgaruvchili funksiyalardagidek x  -> a da j\{x )  va / 2(x) 
funksiyalar y ig ’indisi, ko’paytmasi va nisbatan iborat bo’lgan funksiyalam ing 
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalam ing har birining limitga ega bo’lishi kelib 
chiqavcrmaydi.

3-eslatma. Agar x ->  da 1) / , ( x )  va / 2(x) funksiyalam ing har birining

fix)limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, ,  (  ifoda: 2) / , ( х ) - > 0 ,  / 2(x )-> oo  bo’lganda
W )

f{ x ) -  f 2{x) ifoda va nixoyat 3) f { x )  va / 2(x) turli ishorali cheksiz limitga ega

, 0  oo, со-oo ko’rinishdagibo’lganda / , ( х ) +  / 2(x) yig’indi mos ravishda —

aniqmasliklami ifodalaydi.
Agar x ->  a  da 1) / , ( x ) ->  0, / 2( x ) - * 0  bo’lsa, 2) / , ( x ) - >  1, / 2(x ) ->  °o

bo’lsa, 3) / , (x) ->  со. / 2(х) ^  0 bo’lsa, u holda [/l(x )]/2^  mos ravishda

0°, Iю, со0 ko’rinishdagi aniqm asliklami ifodalaydi. Bund ay aniqm asliklar bir 
o ’zgaruvchili funksiyalarda qaralganidek, / , ( x )  va / 2(x) funksiyaning o ’z  limit- 
lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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/ .  Takroriy limitlar. Biz yuqorida f { x )  = f ( x ],x2 xm) funksiyaning

a  =  (a1,(32 ani) nuqtadagi limiti

lim / ( .v )=  e lim / ( х , д 2 x m)= в

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari x ,,x 2 xm
laming bir y o ’la, mos ravishda til ,o2 am son larga intilgandagi limitidan iborat
dir.

Ko’p o'zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo’lgan) boshqa for- 
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin.

f ( x l ,x2,...,xm) funksiya M  с  R"' to 'plam da berilgan bo'lib, a = ( a l,o2,.../zm) 
nuqta M  to 'piam ning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning x, - > 0 , dagi 
(boshqa barcha o ’zgaruvchilarni tayinlab) limiti

lim  / ( x „ x 2..... x„,)
jr, ->Я|

ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchi dan bir o ’zgaruvchili funksiya limitining
o ’zginasi, ikkinchidan u x2,x3 xm o ’zgaruvchilarga bog’liq:

lim f ( x ltx2 x „ ,)  =  (91( x 2,x 3 xm).
Jt| ->«,

So’ng ^ i(x 2,x3,...,xm) funksiyaning x2 -> a2 dagi (boshqa barcha o'zgaruv- 
chilarini tayinlab) limiti

lim <P\(x2,x3 xm) = (p2(xv xA xm)
х г - * z 2

ni qaraylik.
Yuqoridagidek birin-ketin x3 - > a 3, x4 a 4 x,„ da limitga o ’tib

lim lim  ... //>« f { x v x2,...,xw)
лш ~Him Xl ~*al

ni hosil qilamiz. Bu limit / ( x 1,x2,...,xm) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.

Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumentlari x ,,x 2,...,xm laming 

har birining birin-ketin mos ravishda a],a2,...,am son larga intilgandagi limitidan 
iborat.

Shuni ham aytish kerakki, / ( x , ,x 2 xm) funksiya argumentlari x ,,x 2 xm
lar mos ravishda av a2,...,am son larga turli tartibda intilganda funksiyaning turli 

takroriy limitlari hosil bo’ladi.
12.6-ntisoL Ushbu

,agarx,2 + x2 > 0 bo'lsa
+  x .

0 , agarX2 + x2 = 0 bo'lsa

funksiyaning takroriy limitlari topilsin.
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< Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. Haqiqat- 
dan ham,

lim f ( x ],x2)= lim  —  =  0 ,  lim lim  / ( x , ,x 2) =  0.
л , ->0 "  x,  -+0 J  +  X 2

Shuningdek,

lim f (x ,,x7) =  lim  ^ 1--2—  = 0 , lim lim f ( x , ,x7) = 0 .
* , V v 1 2/ ^ ^ 7 x \  ,,->oi2-.oyv  1 2>

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga 
teng. ►

Bu funksiyaning (karrali) limiti 0 ga teng bo’lishini ko’rgan edi.
12.7-misoL Ushbu

2x,— £ i  agar X| + 3x2 ^  о bo'lsa 
f \X \ ,x 2) = < x, + 3 x 2

0 , agar x, + 3x2 =  0 bo' Isa

funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.
4 B u  funksiyaning takroriy limitlari quyidagieha:

lim lim lim 2x' ~ x * =  - I ,
->o x, + 3x2 3 *i -*o x, +  3x2 3

„ m 2 ^  =  2 , / i m / / m 2xL z a  =  2
■»2 -»0 X, +  3x2 ->0 X, ->0 X, +  3x2

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bo’lib, ularning biri

-  ^g a , ikkinchisi csa 2 ga teng.

Biroq x = ( x ^ x ,) - »  (0,0) da / ( x | , x 2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas. Chunki (0 ,0) nuqtaga intiluvchi ikkita x ^  = 1->(0,0),
\n  n)

x ^ 4 - 5 .-4 U o  ketma-ketliklar olinsa. ular uchun mos ravishda
U  n j  U  wj 4 4

y ( | = — bo'ladi. Bu esa (x ,, x 2) ->  (O, O) da berilgan funksiyaning 
\n  n ) 17 17

(karrali) limiti mavjud emasligini bildiradi. ►
12.8-misol. Ushbu

, x _  j x, +  x2 sin— , agar x, ^  0 bIsa 
/(X |,X7) - S  x,

[ 0 .a g a rx , = 0  bo'lsa

funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.
« B u  funksiya uchun

lim  / ( x , , x2) = X,, lim lim  / ( x , . x2) =  0
x, -» 0 x 2 ->0



bo’lib, lim lim  / ( x , , x2) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta tak-
x 2 - » 0 X |- > 0

roriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavjud emas. Ammo

( /(* , ,x2) -  0| = L  + x2 sin

munosabatdan (x ,. ,v2) ^  (O.O) da f ( x \ . x 2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud 
va

lim /'(.V ,,x,) = 0
x ,-» 0
x 2 —* 0

bo ’lishi kclib chiqadi. ►

2-teorema. Agar 1) (x,, x2) - >  (х”, x 2) da / ( x | l x2) funksiyaning (karrali) 
limiti mavjud;

4m  / ( x , , x 2) =  e ,
X, - > x ,

Xl"»*?
2) har bir tayinlangan x, da quyidagi

//7И /(X,,X2)=^(X,)>
x 2 - > x 2

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim / ( x , , x2)

X, - > x "  r 2 - » v 2

takroriy limit ham mavjud bo’lib,
Um lim  / ( x , , x 2) =  e

x , - > x ,  x 2 - > x i

bo’ladi.
< / ( x , , x 2) funksiya (xlPx2)->  (x®, x") da karrali

lim  / ( x , , x 2)=(?

x 2 ~ > x 2

limitga ega bo’lsin. Limitning ta ’rifiga ko’ra, V f  > 0 son olinganda ham, shunday 
5  > 0 topiladiki, ushbu

{(x,,x 2) e  R2 : |x, -  x “| < £,|x2 - x21 < j } c  M  

to ’plam ning barcha (x |1x2) nuqtalari uchun

\ / ( x l ,x2) - ^ < e  (12.15)
b o ’ladi. Endi teorem aning 2) shartini e ’tiborga olib x, o ’zgaruvchining 

jx, -  x°| <  £  tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatini tayinlab, x 2 —> x2 da

( 12.15) tengsizlikda limitga o ’tib
М х ,) - в |< г г

ni topamiz. Demak. V f  > 0 son olinganda ham, shunday <5 >  0 topiladiki, 

jx, - x j  |<<5 bo’lganda |^ (x ,) -e |< fc ' bo 'lad i. Bu esa

Hmn<p{xl) = e
X |-> X |
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bo’lishini bildiradi. Keying! munosabatdan
Urn lim  f ( x ],x 2) = e

bo’lishi kelib chiqadi. ►
Q o’yidagi teorem a xuddi shunga o ’xshash isbotlanadi.

3-teorennL Agar 1) (x,, j:2) —>(xp % )  da / ( x , , x2) funksiyaning karrali 

limiti mavjud:
lim f ( x v x2) = e

x,  ' 

x2-+*2
2) bar bir tayinlangan x2 da quyidagi

И т П х х.х2) = (р{х2)

limit mavjud bo’Isa, u holda
lim l i m j ( x u x 2)

*2-*x2
takroriy limit ham mavjud bo’lib,

Um lim f ( x l,x 2) = e
x2~*x2 *l-*xl

bo’ladi.
l-natija. A gar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teorcm alam ing shartlari 

bajarilsa, u holda
lim f ( x \ , x 2)=  lim  lim  f ( x u x 2)=  lim lim f ( x v x 2)

x, -M ?  X, ->X| x 2 - * x \  X2 -> x2 X, ->x,

x 2 -» .< 2

bo’ladi.
Koshi teoretnasi (yaqinlashish prinsipi). Endi ko’p o ’zgaruvchili 

funksiya limitining mavjudligi haqida um um iy teorem a keltirmniz.

/?"' fazoda M  to’plain berilgan bo’lib, a (a e  /?"') uning limit nuqtasi 

bo’lsin. Bu to ’plam da / ( x )  funksiya berilgan.
19-ta’rif. A gar V £-> 0  son uchun shunday <5>0 son topilsaki, ushbu 

0 <  p [x , « ) <  5, 0<  p (x ,a )< S  tengsizliklam i qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  va x 

(x 6  M , x  e  m )  nuqtalarda

tengsizlik o ’rinli bo’lsa, / ( x )  funksiya uchun a  nuqtada Koshi sharti bajariladi 

deyiladi.
4-teorema (Koshi teorcmosi). f ( x )  funksiya a  nuqtada chekli lim itga ega 

bo’lishi uchun a  nuqtada Koshi shartining bajarilishi zarur vayetarli.
<ZarurligL x - > o  da f ( x )  funksiya chekli limit

lim f ( x )  = в
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ga ega bo’lsin. T a 'rifga binoan V f  > 0 son olinganda ham -  ga ko 'ra shunday

<? > 0 topiladiki, ushbu 0 <  p {x ,a )< S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
x ( x  e  M )  nuqtalarda

jum ladan 0 < p (x ,a )< 6  => |/(x )-< ? | < ^  bo’ladi. Bu tengsizliklardan 

| / f ) -  / ( ^ ) 1  ^  | / ( * ) - H  +  | / ( л ) -e \< e
bo’lishi kelib chiqadi.

YetarliligL f ( x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya’ni 
V e > 0 son olinganda ham, shunday 5  > 0  topiladiki, ushbu
0 < р (д г .« )< ^ . 0</9(д:.«)<<5 tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va 

x [x.x e  m )  nuqtalarda

bo’lsin. Bu holda f ( x )  funksiya x  a da chekli limitga ega b o ’lishini 
ko’rsatamiz.

a  nuqta M  to ’plam ning limit nuqtasi. Shuning uchun M  to ’plamning 

nuqtalaridan 1} (x" *  a. n = 1. 2......) ketm a-ketlik tuzish mumkinki, bunda

I in x (n) = a

bo'ladi. Lim itning ta ’rifiga binoan, yuqorida keltirilgan 5  > 0 ga ko’ra, shunday 

n0 e N  topiladiki, barcha n > n0, p > n Q uchun 0<p{x(n) ,a)<S, 0 < p (x ',’),a )< S  
bo’ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan esa, shartga ko’ra:

\ f ( x <p>) - f ( x (n)\ < s

bo'ladi. Demak, {/'(x^"'')} fundamental ketma-ketlik. Binobarin, (/(V"-')} ketma- 
ketlik yaqinlashuvchi.

Bu ketm a-ketlikning limitini в  bilan belgilaylik:

lin f ( x (n))= e .
П-Ю5

Endi M  to ’plam ning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

j x ” ' ]  ketma-ketlik
~ ( n )  l- (n )  \
x  —>a \x Фа, «  =  1. 2 , ...I

olinganda ham mos | / ( x '" ') |  ketma-ketlik (u yuqorida ko’rsatganim izga binoan 
yaqinlashuvchi b o ’ladi) ham o ’sha в  ga intilishini ko’rsatamiz.

Farazqilaylik  x (n> - > a [x<n) Фа, n = 1, 2. . . .)bo’lganda

bo’lsin. {xfn*}, p " ; j  ketm a-ketlik hadlaridan ushbu
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х п > .х-">У2'.х - (2' ..... V " < x -r,v .

ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik a (a e  /?"') ga intiladi. U holda

r / z / d ;

ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni в * orqali belgilaylik. Agar { / ( / " ' , )} va

{ /(х " '; )) ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketm a-ketlikning qismiy kctma- 
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda

f ( x <n,) - ^ e *  f { x n>) ^ e *
bo’lishini topamiz. Demak,

e* =  e =  в'
Shunday qilib, f ( x )  funksiya uchun a  nuqtada Koshi shartining 

bajarilishidan M to ’plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday 
(xr"'') (xr"; Ф a, /7 =  1 ,2 ....)  ketm a-ketlik olinganda mos ketm a-ketlik bitla 
songa intilishini lopdik. Bu esa funksiya limitining Geyne ta ’rifiga ko 'ra  f ( x )  
funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo ’lishini bildiradi. ►

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x ->  oo da ham yuqoridagiga 
o ’xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-§. Ko'p o ’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
1°. Funksiya uzluksizligi ta'rifu M  a  R"' to’plam da / ( x )  =  f ( x i ,x2 x,„)

funksiya berilgan bo’lib, a  e  A4 (a =  «„,)) nuqta esa M  to 'plam ning
limit nuqtasi bo’lsin.

19-ta’rif. Agar x  -> a da f ( x )  funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
l im f{ x ) = f ( a )

lim f ( x l. x 2 xm) = f { a v a2 am)
X, -*o,
*2->"2

(12.17)

bo "Isa, f ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

20-ta’r i f  (Geyne ta'riji). Agar M  с  Rm to ’plam ning nuqtalaridan tuzilgan, 

a (a e  М )  ga intiluvchi har qanday {x0 0 } ketm a-ketlik olinganda ham, mos 

{/(xr"'l)j ketma-ketlik hamma vaqt f ( a )  ga intilsa, / ( x )  funksiya a nuqtada 
uzluksiz deb ataladi.

21-ta’r i f  (Koshi ta ’rifi). Agar V e > 0  son uchun shunday 5  > 0 topilsaki. 
ushbu p (x ,a )< S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e  M  nuqtalarda

| / ( * ) - / И < *
tengsizlik bajarilsa, / ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

A trof tushunchasi yordam ida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham 
ta ’rifi ash mumkin.
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22-ta’rif. A gar V f  > 0 son uchun shunday  S> Q  to p ilsak i, barcha 
x  £ U s (a )r \M  nuq talarda  / ( x )  funksiyan ing  q iym atlari / ( x ) g  Ue(f(a ) ) ,  y a ’ni 

x  g  Us (a)(] M  / ( x ) e  Uc(f(a ))  
b o 'lsa , / ( x )  funksiya  a n uq tada  uzluksiz  deb  ataladi.

f ( x ) =  f ( x ],x1,...,xm) funksiyan ing  a = (a^a2,...,am) nuqtada uzluksizlig in i 

funksiya orttirm asi y o rdam ida  ham  ta 'riflash  m um kin.
Funksiya a rgum en tla rin ing  orttirm alari

b x i = x ] - a ]l Sxl = x1 - a l  Axm = x „ - a m
ga m os ushbu

f (x )  -  /  W  =  f(* \ >*2 xm ) - f ( a\-a2 am)=
= / (« . + A r,, a2 + Лх2,. . . , « „ + A x m) - / ( a , ,a2 am)

ayirm a / ( x )  funksiyan ing  a nuqtadagi to 'liq  orttirm asi deb ataladi va  Д /  yoki 

Д / ( а )  kabi belg ilanadi:

A / ( « )  =  f(a \  +  A x , . a2 +  Ax2 am+bxn) - f ( a v a2 am).
Q uyidagi

/(a , + Axp a2,...,flm) - / ( a 1,fl2 am).

ti2 + ^ 2- av -  . fl« ) - / ( 0 i.°2.....°m)-

/ ( a , .  a 2. ... tim + J x m) - / ( f l , , a 2 am)
ay irm alar / ( x )  funksiyan ing  a nuqtadagi xususiy o rttirm alari deyiladi va ular

m os rav ishda  ......A ^ / k a b i  belg ilanadi.

Y uqoridagi (12 .17 ) lim it m unosabatdan  topam iz:
/ ш  / ( x )  = f ( a )  => l im \f(x )  -  f (a ) )  = 0 .

N atijada (12 .17 ) teng lik  quyidagi
lim A /(u )  = 0 y a ’ni lim A /(a )= 0
x - t a  A t, ->0

Дг„-»0

k o ’rin ishga  keladi. D em ak, / ( x )  funksiyan ing  a nuqtadagi uzluksizligi

lim Af(a)=0
ДХ|->0

kabi ham  ta 'r if lan ish i m um kin  ekan.

23-ta’rif. A gar f ( x )  funksiya m {m  <z Rm) t o ’p lam ning  har b ir nuqtasida 

uz luksiz  b o ’lsa, funksiya shu M  to 'p la m d a  uz luksiz  deb ataladi.
12.9-misol. U shbu
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О , agar л, + Х 2 = 0  

funksiya uzluksiz likka  teksh irilsin .

^ R a v sh a n k i, bu funksiya R2 da  an iq langan . A ytay lik  (0 ,0 )

b o ’lsin. L im it xossalaridan foydalanib  topam iz:
lim  (x ,, x2)

lim /"(x,, x2) =  Hm ('Y| ^ 2-  ■ =  - 2~>̂ , ■— =  3 — .= = / ( x ,0, x " ) .
-• -•̂ i _>ai

' 2 ^ 2  " " "  JT, -* X \'

2Г,-,?

(x°,X2 ) = ( 0 , 0 ) b o ’lgan holda

lim  / ( x , , x 2) =  0  =  / ( 0 , 0 )
л:, ->0 
*2 ->0

b o ’ladi (qaralsin , 12.4-m isol).

D em ak, berilgan  funksiya R2 da  uzluksiz.
24-ta’r i f  A gar x  -> a da  / ( x )  funksiyan ing  lim iti m avjud bo ’lm asa, yoki

lim / ( x )  =  oo,

yoki funksiyan ing  limiti m avjud, chekli b o ’lib,
l im f( x )  = e * f ( a )

b o ’lsa, funksiya a  nuqtada uzilishga  ega  deb a taladi.
12.10-misoL U shbu

f i x  x  W I x |2 +  x 2 • a6a r  (x i-x 2 )  ̂  (°. ° )  bo ’Isa,
1 ■’ I  1 , a g a r(x ,,x 2)  =  (0 ,0 )  b o 'lsa

funksiya uz luksiz likka  tekshirilsin .

< Bu funksiya  R2 to 'p la m d a  berilgan  b o ’lib , u n ing  (O, 0 ) nuqtadagi lim iti
lim / ( x | , x , )  =  0  ^  /(O , O) =  1

X-, ->0  ‘ 
л2 -^0

b o ’ladi. D em ak, berilgan  funksiya (0, 0 ) n uq tada  uzilishga  ega, qo lgan barcha 

nuqtalarda uzluksiz. ►
12.11-misoL Quyidagi

Ax\<Xi) =

1
— — - , a g a rx , + x 2 ^  1 b o 'lsa .

x, +  x2 - 1

0 , ag ar x,2 +  x 2 =  1 bo 'lsa

funksiya uzluksiz likka tekshirilsin .

< Bu funksiya {(x ,.x2) e  R2 : x f  +  x 2 =  1} to 'p la m n in g  har b ir nuq tasida  u z i

lishga ega bo ’ladi, chunki ( x ^ x j - »  ( x |\x 2) (x[’ +  x2 =  l)  da  / ( x l ,x 2) funksiya

ning chekli lim iti m avjud em as. ►
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2". Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. M urakkab funksiyaning  
uzluksizligi-

5-teorema. A gar / , ( х )  v a  / 2(x ) funksiya larn ing  har biri M  c. Rn' 
to 'p la m d a  berilgan b o ’lib, u lar a  e  M  nuq tada uzluksiz  b o 'lsa ,

/ i( -v) ± / 2( * ) .  / 1W  / 2 W  hanlda “ H  ( A M * 0 )
f i \ x )

funksiya lar ham  shu nuqtada uzluksiz  b o ’ladi.
*  Bu teo rem an ing  isbo ti, lim itga  ega b o ’lgan funksiyalar ustida  arifm etik  

am alla r haq idag i m a’lum otlardan  (ushbu bobning  3-§ dagi 5, 6 va  7- xossalar) 
bevosita  kelib  chiqadi. ►

F araz q ilay lik , M  c  R"' to ’p lam da у  = f { x )  = f ( x v x2,...,xm) funksiya 

berilgan b o ’lib, x {,x2,...,xm lam in g  har bir T  с  Rk (k e  N )  to ’plam da berilgan 

funksiyalar b o ’lsin:

-t| =<P\(') = <Pl(t\-‘2 '*)•

x2 =<p2(l) = <p2{t\,t2 t* )■

Х п ,= < Р » Х 1) = < Р Л 11-, 2  i t )
B iz / = (/,,Z2  /л ) е  7  b o ’lganda unga m os л  =  (х | ,л 2 xm) e M  deb

qaraym iz. Bu funksiyalar yordam ida

>  =  / M i ’b  О  ^ 2 V i  ) <рЖ >'2  '* ) ) = Ф ( ', . '2 /* ) =  <!>(/)
m urakkab  funksiyani tuzam iz .

6-teorenw. A gar <P,(/ ) =  fA (/ i ' /2.....0  ( ' =  1 .2 ....... /?i) funksiya larn ing  har

bir /° =  (z,0./? ,.. X ',)  n uq tada  uzluksiz  bo ’lib, / ( x )  = / ( x l ,x 2 ,xm) funksiya esa

/°  =  (/|0.r2  t t )  nuq taga m os

 < f)  <

nuqtada uz luksiz  b o ’lsa, у  =  Ф (/)=  ..... /* )  m urakkab  funksiya

/°  =  ( / |° ,/2 ...... / ° )  nuq tada uz luksiz  bo ’ladi.

=  ^ ( 0  =  ^ V i .̂ 2..... '*) 0  = 1. 2 ........./я ) funksiya /° =  (/10./20...../A° )
nuqtada uzluksiz  b o ’lsin.

T с  Rk to ’p lam da /° =  (/|°,/2 ,...,/A)  n u q taga  in tiluvchi ixtiyoriy

 < " ')}  (я  = 1 . 2 , . )
ketm a-ketlikn i o laylik . U ho lda uz luksiz likn ing  G eyne ta ’rifiga  k o ’ra



b o ’ladi.

у  = f { x \ ,x 2 лт )  funksiya (xj’ .x ”  x°m) nuq tada uzluksiz . U holda yana

G eyne ta ’rifiga  k o ’ra

c, - >  X,

JnJ 0

00
4

/ № ■ * ?   * : )

bo 'lad i. D em ak, t(lnJ ->  f", /2"J -> ->  da

  ■рЛ ' Г . ' Г  <!"))-*
-/(«>,(<?.<; > : М м  ....

Bu esa  y  = / ( ? , ( ' ,>'г  •Л  ......'Л  <рЛ<\^г....../* ))=  .'< )

funksiyaning /° = (z,0,/®......Z°) nuqtada uz luksiz  ekanlig in i b ild irad i. ►

5-^. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
B iz quyida  k o 'p  o ’zgaruvchili uz luksiz  funksiya larn ing  xossalarin i

keltiram iz. B unda bir o ’zgaruvchili uz luksiz  funksiya larn ing  xossalari to ’g 'r is id a  
m a’lum otlardan to ’la foydalana boram iz.

K o 'p  o ’zgaruvchili u z lu k siz  funksiyalar ham  bir o ’zgaruvchili uzluksiz  
funksiyalarn ing  xossalari kabi xossala rga  ega.

/". Nuqtada uzluksiz b o ’lgan funksiyalarning xossalari (lokal xossalari). 
/ ( * )  funksiya м ( м  с  /?"') to ’p lam da berilgan b o ’lib , x° e  M  nuq tada uz luksiz  

b o ’lsin. B unday / ( x )  funksiyan ing  x° nuqtan ing  yctarli k ich ik  atrofi

С/Й( х ° ) с  M  dagi xossalarin i (lokal xossalarin i) o ’rganim iz.

1) A gar / ( x )  funksiya  x° e  M  n u q tada  u z lu k siz  b o ’lsa, u ho lda x° 
nuqtaning yctarli k ichik  a trofida  funksiya chegaralangan  b o ’ladi.

< Funksiya uzluksizlig i ta ’rifiga  k o ’ra

lim f { x ) =  f { x ° )

b o ’lib, undan f ( x )  funksiyani x° nuqtada chekli lim itga  ega  ekan lig i kelib  
chiqadi. C hekli lim itga  ega  b o ’lgan funksiyan ing  xossalaridan  esa , / ( x )  funk

siyani x° nuqtan ing  yetarli k ichik  a tro fida  chegaralanganlig in i topam iz. ►

2) A g ar / ( x )  funksiya x° nuq tada uzluksiz  b o ’lib , / ( x ° ) >  0  ( / ( x ° ) < 0 )  

b o ’lsa, x° nuq tan ing  yetarli k ichik  atrofidagi x  nuq tala rda  / ( x )  > 0  ( f ( x )  < 0 )  
bo ’ladi.

< F unksiya x°  nuq tada uzluksizlig i ta ’rifiga  k o ’ra, V f  > 0  o lin g an d a  ham  

shunday S  > 0 top ilad ik i, barcha x  e  (7й-(х ° )п  M  n u q tala r uchun

/ ( x 0) - t < / ( x ) < / ( x ° ) + f
b o ’ladi.

32



Bu erd a  e  =  / ( x ° ) > 0  (ag ar / ( .v ° ) < 0  b o ’lsa, e  =  - / ( x 0))  deb  o lsak , 
fik rim izn ing  ta sd ig 'ig a  ega  b o ’lam iz. ►

D em ak, f { x )  funksiya x" nuq tada uz luksiz  va  f ( x ° ) *  0  b o ’lsa, x° nu q ta 

n ing  yetarli k ichik  atrofidagi x  nuq tala rda  funksiya q iym atla rin ing  ishorasi / ( x ° )  
n ing  ishorasi b ilan b ir xil b o ’lar ekan:

sign f(x )= sign fix°).

3) A g ar / ( x )  funksiya x °  n uq tada  uz luksiz  b o ’lsa, x° nuq tan ing  yetarli 

k ichik  atrofidagi x 'e M ,  x" e  M  n u q talar uchun

tengsiz lik  o 'r in li b o 'lad i.

4 f ( x )  funksiyan ing  x° nuq tada uzluksiz lig iga  asosan, V £ -> 0  o linganda

ham  -  ga  ko ’ra  shunday  d > 0  top ilad ik i, barcha x e U s {x°) nuq talar uchun

b o ’ladi. Jum ladan , х ' g  С/,<(х0), x" g  ( /Д х 0)  nuqtalar uchun ham

ten g siz lik la r o ’rinli b o ’ladi. K eying! tengsiz lik lardan  esa | / ( x ' ) - / ( x ' ,)j <  £: 

b o ’lishi ke lib  chiqadi. ►
2°. To 'planula uzluksiz ho 'Igan funksiyalarning xossalari (global xossala

ri). Endi M  a  Rm to ’p lam da uz luksiz  b o ’lgan funksiyalarn ing  xossalarin i (global 
xossalari), an iq ro g ’i f ( x )  funksiya q iym atlaridan  iborat { / ( x ) ;  x g M }  
to ’p lam ning  xossalarin i o ’rganam iz.

/  7-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi).
/ ( x )  =  / ( x p X ,  x/n) funksiya b o g ’lam li M  с  Rm to ’p lam da uzluksiz

b o ’lsin. A gar bu funksiya to ’p lam ning  ikkita  a = {au a2,...,am) va  e  = (ev e2 em)
n uqtasida  har xil ishorali q iy m atla rga  ega b o ’lsa, u ho lda shunday  
с  =  (c l ,c 2,...,cm) e  M  nuq ta  top ilad ik i, bu nuqtada funksiya no lga aylanadi:

/ ( c )  =  / ( c , , c 2 c j  = 0 .

4  A n iq lik  uchun / ( a )  =  / ( a l, a 2,...,a„J) <  0 ,  / ( e )  = /(<?,,0 2,...,em) >  0

b o ’lsin. M  с  Rm b o g ’lam li to ’p lam  b o ’lgani uchun  bu a va. в  nuqtalarn i 
b irlash tiruvch i va M  to ’p lam da yotuvch i sin iq  chiziq  topiladi. B u sin iq  chiziq  
uch lari bo ’lgan nuq talarda  / ( x )  funksiyan ing  qiym atlarin i h isob lab  boram iz. 

B unda ikki xol y u z  beradi:
I) S iniq ch iz iq  uchlari n ing  birida / ( x )  funksiya nolga aylanadi. Bu holda 

sin iq  ch iz iq n in g  shu uchini tcorem adagi с nuqta deb  o lin sa , / ( c )  =  0  b o ’lib, 
teo rem a  isbotlanadi.



2) Siniq chiziq  uchlarida / ( x )  funksiya  no lga ay lanm aydi. Bu holda siniq 
ch iziqn ing  shunday kesm asi to p ilad ik i, un ing  uch larida  f( .x )  funksiyan ing  
qiym atlari har xil ishorali b o ’ladi. S iniq ch iz iqn ing  xuddi shu u ch larin ing  birini
a' = (a[,a'2 a'm) bilan, ikkinchi uchini esa  в' = (в[,в'2 e'm) b ilan  bclg ilasak ,

unda
f (a ' )  = f(a[.a'2....a'm)< 0 ,
/ ( e ' ) = / ( e ; . e ' .....o'm)> 0

b o ’ladi. S iniq ch iziqn ing  bu kesm asin in g  tenglam asi ushbu
л, = a[ + t(e\ -  a \). 

x 2 = t i ' + / ( e ' -  a ') ,

(0 <  / < l)  k o ’rin ishda  yoziladi.
A gar o ’zgaruvchi x  = (x l ,x 2 x,„) 6  M  nuqtani sin iq  ch iz iq n in g  shu kes

m asi b o ’y ichag ina  o ’zgaradi deb  o linad igan  b o ’lsa, u ho lda / ( x )  = / ( x , , x 2 x m)

k o ’p o ’zgaruvchili funksiya quy idag icha
F it)  =  fi<*\ +  t{e\ -  a \ ). a'2 +  t{e2 -  o ' ) . . . . ,  a'm +  / « ,  -  am)) 

bitta  I o ’zgaruvchin ing  m urakkab  funksiyasi b o ’lib qo lad i. M urakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teorem aga  k o ’ra  F(t) funksiya [O, l] 
segm entda uzluksizdir. Ikkinchi tom ondan  / =  0 v a  / =  1 da  bu funksiya  turli 
ishorali q iym atla rga  ega:

F ( 0 ) = / ( o ; . o 2......a'm)< 0 ,
ғ(1)=/(в;,в2 e;)>o.

Shunday q ilib , F(t)  funksiya [O. l]seg m en td a  uz luksiz  v a  shu segm en tn ing  
chetki nuq talarida  har xil ishorali q iy m atla rga  ega. U ho ld a  1-qism , 5-bob , 6-§ 
dagi 5 -teorem aga k o ’ra, (0, l)  in tervalda  shunday  z0 nuqta top ilad ik i,

f ( 'o ) = 0

b o ’ladi. D em ak,

Ғ ( ' о ) = / ( я ' , + Ф ' , “2 +  Ф 'г  -  «2)■ ••-  "m + fo « ,  - « ; , ) )  =  о .
A gar

c ,= a ;+ r0(e;-a ;), 

c2 = a2 +/0(в2 -  a2),

£ т = < + Ф 'т-а 'т)
deb  olsak , ravshanki, c = (cllc2,...,cm) e  M  va / ( c )  =  f { c v c2 c„,) =  0  b o ’ladi. ►

Q uyidagi teo rem a ham  shunga o ’xshash  isbotlanadi.
IH-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f ( x ) =/ ( x l,x2,...x m)

funksiya b o g ’lam li M  с  Rw to ’plam da uz luksiz  b o ’lib, M  t o ’p lam ning  ikkita 
a  =  ( o , ,o 2,...,o „ ,)  v a  в =  ( e , ,e 2;. .. ,e m) nuq tasida  / ( o ) =  А, / ( в )  =  В, (А  ф В )



q iym atla rga  ega b o ’lsin. A va V o rasida  har qanday  С son o lin sa  ham  Л/ 
to 'p la m d a  shunday  с =  (с{,с2,...,ст) nuq ta  top ilad ik i.

/ ( c )  =  / ( c , . c 2 cm) = C
b o 'lad i.
/9-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). A gar f ( x )  funksiya

chegaralangan  yopiq  M  c  Rm to ’p lam da uz luksiz  bo ’ lsa, funksiya shu M  
to ’plam da chegaralangan  bo ’ladi.

^ T e sk a ris in i faraz  q ilay lik , y a ’ni / ( . r )  funksiya chegaralangan  y op iq  M  
to ’plam da uz luksiz  bo ’lsa ham , u shu to 'p la m d a  chegaralanm agan  b o ’lsin. U 

ho lda \ / n e  N  uchun shunday x(n) e  M  nuq ta  top ilad ik i,

| / ( ^ ) > / 1  (12.18)

b o ’ladi. B unday  nuqtalardan  ( x '" ; e  M, n = 1,2,...) ke tm a-ketlik  tuzam iz.

M odom ik i, M  to ’p lam  chegaralangan  ekan, unda  ke tm a-ketlik  ham
cheg aralan ean d ir. B oltsano-V eyersh trass teorem asi g a  (ushbu bobning 2-§ iga) 

k o 'ra  {У"; j kc tm a-ketlikdan  yaq in lashuvchi b o 'Ig an  q ism iy  ketm a-ketlik

ajratish m um kin : ■'j-» д° {к ->  oo). M  yop iq  to ’p lam  b o ’lgani uchun

x° e  M  b o ’ladi. f ( x )  funksiyan ing  M  to ’p lam da uz luksiz  ekan lig idan  esa

b o ’lishi kelib  chiqadi. N a tijada  b ir tom ondan  (12 .18 ) m unosabatga ko ’ra

y a ’ni / ( V " ‘ zl) - >  со (к -> со) b o ’lsa, ikkinchi tom ondan  / ( x ° )  b o ’lib
qo ld i. B unday z idd iya t / ( д )  funksiyani M  to 'p la m d a  chegaralanm agan  deb 
o linishi oq ibatida  kelib  chiqadi. D em ak, / ( д )  funksiya M  to ’plam da 
chegaralangan . ►

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). A gar f ( x )  funksiya

chegaralangan  yop iq  M  с  Rn' to ’p lam da u z lu k siz  bo ’lsa, u shu to ’p lam da o ’zi- 
ning an iq  yuqori ham da aniq quyi chegaralariga  erishadi.

Bu teorem aning  isboti 1-qism , 5-bob, 6-§ dagi 8 -teorem aning  isboti kabidir. 
Uni isbotlashni o 'q u v c h ig a  havola  ctam iz.

6-§. Ко 'p o ’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi

f ( x )  funksiya  Л/ с  R"' to ’p lam da berilgan  b o ’lsin.
24-ta'rif. A gar V f  >  0 son uchun <5 > 0  top ilsak i, Л/ to ’p lam ning 

p (x ',x" ) < 8  tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i ixtiyoriy д ' va x" ( д 'е Л / ,  x" e  М )  
nuqtalarida

\ f ( x ') - / ( * " ] < £
tengsiz lik  bajarilsa, f ( x )  funksiya  M  to ’plam da tekis uz luksiz  funksiya deb  
a taladi.
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Funksiyan ing  tekis uzluksizlig i ta ’rifi dag i S  >0  son  s > 0  g ag ina  b o g ’liq 

bo ’ladi. R avshanki, ag ar f ( x )  funksiya M  с  Rm to ’p lam da tek is u z lu k siz  b o 'lsa , 
u shu to ’plam da uzluksiz  b o ’ladi.

12.12-misol. Ushbu

/ ( j c , .x 2) = x ,2 + x\

funksiyaning D  =  ^ x l ,x 2) e  R2 : xj2 +  X2 5  l} to ’p lam da tek is uz luksiz  b o 'lish i 

k o ’rsatilsin.

4  V f  > 0 sonni o lib , unga  k o ’ra lop ilad igan  S  >  0  sonni 8  < -  d eb  o lsak . u
4

holda

p ( x \  x") = p{(x[. x '2),(*" x '2)) =  j ( x ” -  x\)+  (x”, -  x'2) <  8  

tengsizlikni qanoatlan tiruvch i V(x|,X 2 ) e  D. V(jc,''jcj')6  D nuq talar uchun 

\ f ( x \  ,x'2) -  f{x[', x 2] =  \(x[ )2 + (x ' )2 -  (O O 2 + (x 2'  )2 ]  =

+ 2yj(x[ - x " ) 2 + (x'2 - x 2)2 = 48 < s
b o ’ladi.

D em ak, berilgan  funksiya D a  R2 to ’p lam da tek is uz luksiz . ►
1!-teorema. (Kantor teoremasi). A g ar / ( x )  funksiya  chegaralangan  yopiq

м { м  с  Л”')  to ’p lam da uzluksiz  b o ’lsa, funksiya shu to ’plam da tek is uzluksiz  
b o 'lad i.

^ T e sk a ris in i faraz  q ilaylik , y a ’ni / ( x )  funksiya chegaralangan  y o p iq  M  
to ’plam da uz luksiz  b o ’lsinu, am m o tekis uzluksizlik  ta ’rifi dagi shart bajarilm asin .
Bu ho lda b iror f  >  0 son va ixtiyoriy  8  > 0  son  uchun Л/ to ’p lam da 1
p(x'.x")< 8  tengsizlikni qanoatlan tiruvch i shunday  x' va x* ( x ' e M ,  x "  6 A /) 
nuqtalari topiladiki,

\ f  (* ') - / ( * '] * £
b o ’ladi.

N o lga  intiluvchi m usbat son lar ketm a-ketlig i 8 VS2 8 ni olaylik:

<5w - » 0  (8n > 0. я  =  1 .2 .. . . ) .  (12.19)
Farazim izga  ko ’ra, yuqoridagi £ >  0 son v a  ixtiyoriy  8„ > ().(n = 1 ,2 ,...) 

uchun M  to ’p lam da shunday  a ”1 va в1"1 (n =  1, 2 , . . .  ) nuq talar top ilad ik i, 

p(an\ e (i))< Sx va |/ (< /u ) - / ( e f f  

p{a<2),e<1)S)< 82 va | / ( o ^ ) - / ( e (2)) |> f

p id"* ,e(,,>}< 8n v a  | / ( o ' " ; ) - / ( < ? r" ^ > £ -

b o ’ladi.
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M odom iki, M - chegaralangan  to ’plam  va аГп> e  M  (и =  1,2,... ) ekan , unda 

B o ltsano-V eyersh trass teo rem asiga  k o ’ra {д'"''} ke tm a-ketlikdan  yaqinlashuvchi 

q ism iy  1} ketm a-ke tlik  a jra tish  m um kin:

Jim  a(nt' = a .  (12.20)

M  yop iq  to ’p lam  b o ’lganligi sababli a" e  Л / b o ’ladi. Y uqoridagi 

ke tm a-ketlikdan  aj rati Igan {e'"*''} q ism iy  ketm a-ke tlikn ing  lim iti ham  a0 ga teng  
b o ’ladi. H aqiqatdan  ham , ushbu

р(в(П1\а ° ) <  p{^<"l' \ a (n> p{a(nt),a0)< S l4 + p{p("k>,a ^

tengsiz likdag i dn va  p ( a n i,,a") lar uchun (12 .19 ) v a  (12 .20 ) m unosabatlarga"к
k o ’ra A oo da

Snt - > 0 .  p(a(l" > ,a ° ) ^ 0

b o ’lishini e ’tibo rga  o lib , A -> o c  da  p(e'"lJ ,a")-> 0  ekanini topam iz.
Shunday q ilib ,

Q aralayo tgan  f ( x )  funksiyaning, shartga  ko ’ra  Л / to 'p la m d a  uz luksiz  
ekanlig idan

b o ’lib, u lardan  esa

b o ’lishi kelib  chiqadi. B u esa  Vnk lar uchun

deb q ilingan farazga z idd ir. B unday z idd iya tn ing  kelib  ch iq ish iga  sabab  f ( x )  
funksiyan ing  M  t o ’p lam da tekis uzluksiz lik  shartini qanoatlan tirm aydi deb 
o lin ishid ir. D em ak, funksiya  M  to ’p lam da tek is uzluksiz . ►

B iror M  c: Rm to ’p lam  berilgan b o ’lsin. B u  to ’plam da ix tiyoriy  ikk ita  x  va 
x" nuqtalarn i o lib , u la r o rasidag i p{x \x" )  m asofani topam iz. A g ar x  va  x" nuq- 

ta lam i M  to ’p lam da o ’z g a itira  borsak , unda {p(x',.x")} to ’p lam  hosil b o ’ladi. 
O datda, bu to ’p lam ning  an iq  yuqori chegarasi sup{p{x’ ,x ’)} ( x 'e M ,  x" e  M ) 
to ’p lam ning  diam etri d eb  a ta lad i va  u J (M )  kabi belgilanadi:

d (M ) = sup\p{x'.х'У^ ( x 'e  M , x" e M ) .
25-ta’rif. U shbu

5 ц р ( / ( х ') - / ( х ') |}  (х' e  M , x"  e  M ) 
m iq d o r / ( x )  funksiyan ing  M  to ’p lam dagi tebranishi deb  ataladi va  u 
kabi belg ilanadi:

cc{f;M )=  s u p \ f ( x " ) - f { x ') ^  ( x 'e M .  x " e  M )
Y uqorida  keltirilgan  K an to r teorem asidan  m uhim  na tija  kelib  chiqadi.
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2-natija. / ( л )  funksiya chegaralangan  yopiq  to 'p la m d a  uz luksiz  b o 'ls in . U 
holda V£ > 0 son o linganda ham  M  to ’plam ni chekli sondag i M h to ’plam larga 

shunday ajratish m um kinki,
V  M k =  M,
к
Mk П  Л7, =  ф (k *  / )  
oj(J.Mk)< e

bo 'lad i.
4  / ( x )  funksiya chegaralangan  yopiq  AY to ’plam da uz luksiz  b o ’lsin. 

K antor teorem asiga  k o ’ra tek is uz luksiz  bo ’ladi. B inobarin , V e  > 0 son  uchun 
shunday > 0  top ilad ik i, p (x ',.x") < <5 b o ’lgan \ /x ',x " e M  uchun

b o ’ladi.
M  to ’plam ni d iam etrlari shu 5  b o ’lgan M k to ’p lam larga  ajra tam iz. R av

shanki, bu holda
p { x '.x ')< S  (a x" e  M k)

b o ’ladi va dem ak,
\Л х " ) - Л х '] < £

tengsizlik  bajariladi. B undan
SUP\ f ( x " ) - f ( x ' ) } Z £  

y a ’ni (o (f ,M k)< £ b o ’lishi kelib  chiqadi. ►

Mashqlar
12.13. R2 v a  R' to ’p lam larda ikki nuqta  o rasidagi m asofa  yozilsin  va  m asofan ing  

3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. /?2va R3 fazo larda  ochiq  shar va  sharlarn ing  geom etrik  tasvirlari 

keltirilsin .

12.15. Rm fazodagi { / " ' ' )  ke tm a-ketlik  yaq in lashuch i b o ’lsa, u n ing  chegaralan- 
ganligi isbotlansin.

12.16. Ikki va uch o ’zgaruvchili funksiya larn ing  ta ’riflari keltirilsin .
12.17. Ushbu

/ ( a ,  ,jc2)  = arcsin{x\ +  a ,  ) 

funksiyan ing  an iq lan ish  to ’p lam i topilsin .
12.18. U shbu

, ч a. +  a ,  sin— , ag ar x , *  0  b Isa,
f \ X \ ' X l ) ~  I A,

{ 0 , ag ar a , = 0 b o 'lsa

funksiya  uchun
lim / ( a , , a 2) =  0

b o ’lishi isbotlansin.



12.19. U shbu

/ ( * i . * 2)  =
(x, +  x2)sin—  sin — , ag ar (x ,, x 2) ^  (O, O) bo 'Isa ,

0 , a g a r (x ,( x 2) =  (0 ,0 )  b o 'lsa

funksiyan ing  (О. O) n uq tada  tak ro riy  lim itlarin ing  m avjud em asligi 
isbotlansin.

12.20. U shbu

•, ag ar sin2 тех. +  sin2 лх2 ф 0 b Isa,
/ ( x , . x 2) = sin2 лх, +  sin2 nx2

0  , a g a r sin лх, +  sin" лх2 =  0  bo ' Isa

funksiya  uzluksiz likka  tekshirilsin .

к
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13-BOB

K o’p o ’zgaru vch ili fun ksiyan in g  hosila  
va  d iffcrensia llari

U shbu bobda b iz  ko ’p o ’zgaruvchili fu n k siy a la r difTerensial h isobi bilan 
sh u g ’u llanam iz. K iritilad igan  va o ’rgan ilad igan  hosila la r va  d iffe ren sia llar 
tushunchalari b ir o ’zgaruvch in ing  funksiyalari uchun k iritilgan  m os 
tu shu n ch alam in g  teg ish licha um um lash tirilish idan  iborat b o ’ladi. A yni pay tda , b iz 
k o ’ram izki, k o ’p o ’zgaruvchili funksiya lar uchun xos b o ’lgan b ir qancha  yangi 
tu shunchalar ham  (y o ’nalish  b o ’y icha  hosila, to ’la difTerensial va  xokazo) 
o ’rganiladi.

]-§. Ко ’p  о ’zgaruvchili funksiyaning hosilalari 
/" . Funksiya xususiy hosilasining ta ’riJL f( x ) = f(x ],x2,....xm) funksiya

ochiq  m (m  <z Rm) to ’p lam da berilgan b o ’lsin. Bu to ’p lam da x° =  

nuqta  olib , uning birinchi koord inatasi g a  shunday  Ax, (Л х ,§  О) o rttin n a  

beraylikki, (xj1 +  Ах,,Л2 ,-- Л,°) g M  b o ’lsin. N atijada f ( x ],x2,...,xm) fu n k siy a  ham  

( x ^ 0, . . . ^ )  nuq tada x, o ’zgaruvchisi b o 'y ich a

\ f  = f ( x \  + ^ i . x 20......^ ) - / ( ^ . x 2° ...... x ° )

xususiy  o rttirm aga  ega b o 'lad i.
1-ta'rif. A gar /\х, ->  0  d a  ushbu  lim it

цт ^ i L = Urn / ( ^  +A *l'*°.............................. *1)
A*1 ->o Ax, ЛГ|-> 0  Ax,

m avjud va chekli b o ’lsa, bu lim it / ( x 1,x 2....,xm) funksiyan ing  (xj’.x®.—.x ° )  

nuqtada x, o ’zgaruvchisi b o ’y icha  x ususiy  hosilasi deb  ataladi va

 .4 ) ,   x : ) ,  / ;
ax, ax, 7,1 v 1 2

be lg ilam ing  biri b ilan  belg ilanadi. D em ak,

/ ; , ( , « ) =
7,1 V '  ax, A., >0 Ax,

j \ x v x2 xm) funksiyan ing  (x°,X 2 , . . . ,x ° )  n uq tada  x, o ’zgaruvch isi b o ’y icha

xususiy  hosilasin i quyidagi

/ ; i (x ° )=  lim
X| —►Х|> X, — X,

ham  ta ’riflashi m um kin.
X uddi shunga o ’xshash / ( x , , x 2 xm) funksiyan ing  boshqa  o ’zgaruvchilari

buyicha xususiy  hosilalari t a ’riflanadi:
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<L= цт bhl= ц„ ^  Ьхг’*° 4 ) -  A*lx02 
дх2 bx2 ->a A x2 Ar: -»o A x 2

dxm A,„-»o Лхт  Ar„^o Axm

D em ak, k o ’p  o ’zgaruvchili / ( л , . ^  xm)  funksiyan ing  biror

(х|°,д:21...,д:°) n uq tada  xk (k =  o ’zgaruvchisi b o ’y icha  xususiy  hosilasini

t a ’rifla sh d a  bu funksiyan ing  xk (k =  1 , o ’zgar uvchi dan boshqa barcha

o ’zgaruvchilari o ’zgarm as deb  h isob lanar ekan . Shunday q ilib , f ( x l ,x2 xm)
funksiyan ing  xususiy  hosilalari /> , . /> r 2 f k m 1-qism , б-bob , l-§  da o ’rganilgan

hosila  -  bir o ’zgaruvchili funksiya  hosilasi kabi ekanlig in i k o ’ram iz. D em ak, k o ’p 
o ’zgaruvchili funksiya larn ing  xususiy  hosilalarin i h isob lashda b ir o ’zgaruvchili 
funksiyan ing  hosilasin i hisoblashdagi m a’lum  b o ’lgan  qo ida va jad v a lla rd an  to ’ liq 
foydalan ish  m um kin.

13.1-misol. U shbu

funksiyan ing  (x ,,x2) €  R2 (x 2 >  O) nuqtadagi xususiy  hosilalari topilsin .

/(.X|.x2) = - r - e  2
V^2

13.2-misoL U shbu

funksiyan ing  xususiy  hosilalari topilsin .
< A ytaylik , (х ,,х2) ^  (O,O) b o ’lsin. U holda

? f  = ( 2xlx2 'l =  +дг22) -  2x,x22x , = 2x2(x2 - x 2)
dx, dxi ( x 2 + x 2 J  (x,2 + x t f  (v j2 +  x 2 j 2
d f  _ (  2х \Х2 ^ _  2xx(x2 +  x 2 ) -  2x \X22x2 _ 2xx(xj2 -  x 2 )

дхг ~  d x X x '  + x l )  ( x ^ x 2)2 "  (x? + x t f
b o ’ladi.b o ’ladi.
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Endi (х ,1л2) =  (О, О) b o 'ls in . U ho ld a  ta ’rifga  b inoan

y ( o .o )  lim  / ( a x „ q ) - / ( o .q )  0
йс, Д»1 -+o Ax,

У (o.o) ,jm /(O .A » ,)-/(O .Q ) 0
Йх2 Л*2 ->0 Ax2

b o ’ladi.

D em ak, berilgan f ( x ux2) funksiya  V(x,,x2) e R 2 da xususiy  hosilalarga

ega. ►
2 1. Xususiy hosilaning geometrik ma'nosi. Soddalik  uchun ikki 

o ’zgaruvchili funksiya xususiy  hosila la rin ing  geom etrik  m a 'n o sin i ke ltiram iz.

f ( x vx 2) funksiya och iq  cz R2) to ’p lam da berilgan b o ’lib,

(х,0,х2 )еЛ -/ b o ’lsin. Bu funksiya (x“ ,.v2)  n uq tada  / > | (.х!\х2) ,  / jc 2(x[',x2 ) 

xususiy  hosilala rga  ega dey lik . T a ’rifga k o ’ra  / ^ ( x f ’.x®) va / > 2(x,",x 2)  xususiy  

hosilalar m os ravishda ushbu .y, =  / ( x ,  ,x 2 )  v a  y 2 =  / ( x f ’.X j) b ir o ’zgaruvchili 

funksiyalarn ing  xj1 va  x 2 dagi hosila la ridan  iborat.

Faraz  q ilay lik , у  =  / ( x ,  ,x 2) funksiyan ing  grafig i 4 8 -ch izm ada  ko ’rsatilgan 

sirtni tasvirlasin .

48 -ch izm a

U nda y t = / ( x ,  ,x 2) va  y 2 =  / ( x 10,x 2) funksiya larn ing  grafik lari m os 

ravishda у  = / ( x ,  ,x 2 ) sirt b ilan  x 2 =  x 2 tek islik n in g  ham da shu sirt b ilan x , =  x® 

tck islikn ing  kesishidan hosil bo ’lgan Г , v a  Г 2 ch iz iq  I ardan iborat.

M a’lum ki. b ir o ’zgaruvchili u = <p(x) funksiyan ing  b iror x0(x0 €  R) 
nuqtadagi hosilasin ing  geom etrik  m a’nosi ( l-q is m , 6 -bob , l -§ )  bu funksiya 
tasvirlangan egri ch iz iqqa  (x0,^ ( x 0)) n uq tada  o ’tkazilgan  u rinm aning  burchak

koeffitsientidan  iborat edi. /Jc^x® ,*® ) va /3c2(x,0.x 2)  xususiy  hosila la r m os 

rav ishda  Г , va  Г 2 egri ch iz iq larga (x ° .x 2 ) n u q tada  o ’tkazilgan  u rinm alam ing  

ox, va ox2 o ’qlari bilan tashkil etgan bu rchakn ing  tangensin i b ild irad i. D em ak, 

/ ^ ( x f .x ® )  va / ^ ( x ^ .x ® )  xususiy  hosila la r у  = / ( x ,  ,x 2) sirtn ing  m os ravishda 

ox, va  ox2 o 'q la r  yo ’nalishi b o ’y icha  o ’zgarish  darajasin i k o ’rsatadi.



2-§. Ko'p о 'zgaruvchili funksiyalarning  
differensiallanuvchiligi 

l". Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi l)ifferensiallanu\'- 
chilikning zjaruriy sharti f ( x )  = f ( x \ , x 1,..., ,xm) funksiya  ochiq  Л -/(м  с  R" )

to 'p la m d a  berilgan  b o 'ls in . Bu to 'p la m d a  x° =(х',0,д: 2  x " )  nuqta  b ilan b irga

(a-,0 +  Ax",, +  A rm,.. ., .v“ +  Avn,)  nuqtani o lib , berilgan  funksiyan ing  to ’ la o rttir

m asi

A/'(X° ) = / ( X[> +&Xx,x l  + A x 2 x "  +AAm) - / ( A " .A ; , . . . ,x 2 )
ni qaraym iz.

R avshanki, funksiyan ing  Д /( а0) orttirm asi a rgum en tla r orttirm alari

Л х ,, Дх2 Axm larg a  b o g ’liq.

2-ta 'r if A gar / ( a )  funksiyan ing  a °  nuqtadagi A /(a 0) o rttinnasin i 

A/"(-r°)= ^ A x , +  A2Ax2 +... + AmAxm H-a.Ax, + a 2Ax2 + .. .  +  a mAx„, (13.1) 

k o ’rin ishda  ifodalash  m um kin  bo ’lsa, / ( a )  funksiya  a 0 nuqtada d ifferensialla-

nuvchi deb  a ta lad i, bunda  A},A2 Aw lar AAl ,Ax2,...,A xm larga bo g ’liq

b o ’lm agan o ’zgarm aslar, a , , a ,  a m lari esa  A x,,A x2,...,Aa,„ larga  b o g ’liq va

Ax, - > 0 , Av2 -> 0 ,... ,A v m -> ()  d a  a , - > 0 ,0 ,  -> 0 ,. .. ,a m —>0 (Ax, =A x2 =  Axm = 0

b o ’lganda a ,  = a2 =... = am=0  d e b o lin a d i.)

A g ar / ( a )  funksiya  M  to ’p lam ning  har b ir nuq tasida  d ifferensiallanuvchi 

b o ’lsa, / ( a )  funksiya  M  to ’p lam da differensiallanuvchi deb  ataladi.

13.3-misol. U shbu /( .x , ,a 2 ) =  a,2 + a 2 funksiyani v (a ,° ,a 2) g / i 2 nuqtada 

d ifferensia llanuvch i b o ’ lishi k o ’rsatilsin.

< 1 laq iqatdan  ham , ( a ° ,a 2 ) n uq tada  funksiyan ing  orttirm asi

AZ" =  / ( a-° + A x, , a2° + Л х2) - / ( х [), х? ) = ( а ° +ЛХ ,)2 + ( a2 +A X ,)2 -

-  (a,0)2 -  (x2)" =  2a,0Ac, +  2a°A x2 +  (Ax, )2 +  (Ax2)2 

b o ’lib, u n d a  /1, =  2a,°, A2 = 2 a ° , a ,  =  A x ,, a 2 =  Ac2 dey ilsa , natijada 

A/- =  /1, Ax, +  A2Ax2 +  a ,  Aa, +  a 2Ax2 

b o 'lad i. Bu e sa  berilgan  funksiyan ing  v (x , ,A2) e  R2 nuq tada d ifferensiallanuvchi 

ekan lig in i b ild iradi. ►

/ ( a ) ftm ksiyan ing  a 0 n u q tada  d ifferensia llanuvch ilik  sharti (13 .1 ) ni 
quyidagi

A /'(x ° )=  /I, Ax, +  A2Kx2 + .. .  +  /f„,Axm +o{p) (13.2)
k o ’rin ishda  ham  yozish  m um kin, bunda

p  = /(A x ,)2 + (A x2)2+ ,...+ (A x„,)2 .

Endi d ifferensiallanuvchi funksiyalar h aq ida  ikkita teorem a keltiram iz.



1-teorema. A gar f ( x )  funksiya x° nuq tada d ifferensia llanuvch i b o ’lsa, u 
holda bu funksiya shu nuqtada uz luksiz  b o ’ladi.

f ( x )  funksiya x° nuqtada d ifferensiallanuvchi b o ’lsin. U ho lda ta ’rifga 
k o ’ra funksiya  orttirm asi uchun

Д/-(д:0)=  /I,Дх, 4- A2Ax2 +...+ AmAxm +  а ,Д х , +  a 2Ax, + .. .  + a mAxm
b o 'lad i, bunda A],A2,...,Am o ’zgarm as, Дх, -> 0 ,Л х2 -> 0  Axm —>0 d a  a ,  ->  0,

,a2 -> 0  a m -> 0 .

Y uqoridagi tenglikdan

lim  л Д х ° ) = 0
Дл, ->0 
zXi2->0

Д»„, -*0

b o ’lishi kelib  chiqadi. Bu esa  f ( x )  funksiya x° n u q tad a  uzluksizlig in i b ild irad i. ►

2-teorema. A gar f ( x )  funksiya x° n u q tada  d ifferensia llanuvch i b o ’lsa. u 
ho lda bu funksiyan ing  shu n uq tada  b archa  xususiy  hosilalari 

Д  (x0) ,/ , ',  ( x0) . ( x ° )  m avjud v a  ular m os rav ishda  (13 .1 ) m unosabatdagi 

.4,, A2 Am larga ten g  bo ’ladi:

/ ; , д .  / ; , k ) =  a  / ; . И = •

^  f { x )  funksiya jr° n u q tada  d ifferensiallanuvchi b o 'ls in .
U ho lda ta ’rifga k o 'ra  ^

A /'(x0) =  /l,Ax, + /42Дх2 +  ...+  AmAxm + a tAx, + a 2Ax2 +... + a mAxm 
b o ’ladi. Bu tenglikda

Лх, ^  0, Дх2 =  Ax2 = .. .  =  Ax,„ =  0 >

deb  olsak , unda (13.1) ushbu

A x ,/ (x ° )=  Л,Дх, + a,A x, 

k o ’rin ishni oladi. Bu tenglikdan quyidag in i topam iz:

lim  =  Цт (/1, +  a , )  =  .4,.
At! ->0 Дх, Лх I ->0

D em ak,

/ , ',  (•*<>)= 4 -
X uddi shunga  o ’xshash  / ( л )  funksiya  x °  nuqtada /Д  (x°) , (v0 (x") 

xususiy hosilalarin ing  m avjudlig i ham da

л . И - а , .  / ; , ( х ° ) = а  / ; > ° ) = - 4„ .
ekanlig i k o ’rsatiladi. ►

l-natija. A gar / ( a )  funksiya  x° n uq tada  d ifferensia llanuvch i b o ’lsa, u
holda

bf(*o) = ( * ° ) ^ i  + Д  + -  + + o{p)
b o ’ladi.

44



l-eslatma. / ( л )  funksiyan ing  b iro r x° nuqtada barcha xususiy  hosilalari 

/ , ' ( r 0) , / ;2(x°) / ^ ( x ° )  n ing  m av jud  b o ’lish idan funksiyan ing  shu nuqtada d iffe

rensiallanuvchi b o 'lish i har doim  ke lib  ch iqaverm aydi.
13.4-misol. Ushbu

f ( x \’x i )  =

x.x.
• agar (x,.x2) * ( 0 .  0)

y[x[+ xl
0  ,a g a r ( x l,x2) = ( 0 ,  0)

funksiyan ing  (0 ,0 ) nuqtada d ifferensiallanuvchi em aslig i ko ’rsatilsin .
4  Bu funksiya (0 ,0) nuqtada xususiy  hosilalarga ega:

/; (o.o)= i,m /(^ .°)-/(о .о )=о,
Дх,

/ ;  (o .o)=  т ^ Ы М ^ о .
1 лг2->0 Д х 2

B erilgan funksiyaning (0 ,0 )  nuq tada orttirm asi

Д /( 0 ,0 ) =  / (4 д :„  Д х2) -  / ( 0 , 0 ) = ,
-у/Лх, + Д х 2

b o ’lib , uni (13 .1) yoki (13 .2) ko ’rin ish ida  ifodalab  b o ’lm aydi. Buni isbotlash 
m aqsad ida, teskarisin i, y a 'n i f ( x l,x2) funksiya (O.O) nuqtada d ifferensialla- 

nuvehi b o ’lsin deb  faraz q ilaylik . U nda
Л /( 0 ,0 ) =  Д  (0.0)A v, + (0. 0)A*:2 +  a ,A x, + a 2Ax2 =  a ,A x, +  a 2Ax2 ,

b o ’lib , bu m unosabatda Ax, - > 0 , Ax2 - > 0  da a , - > 0 , t f 2 —» 0  b o ’lishi lozim . 

D em ak,
Ax,, Ax.

-—  =  a .  Ax, + a 2Ax2. (13.3)
■у/Ax, +  Ax2

M a’lum ki, Ax, v a  Ax2 lar ix tiyoriy  o rttirm alar. Jum ladan , Ax, =  Ax2 b o 'l-  

g an d a  (13 .3 ) tenglik  ushbu

^  =  Ax,(ff, + a 2)

k o ’rin ish g a  kelib , undan esa

V2
a, + a ,  = —  

1 2 2
b o 'lish i kelib  ch iqad i. N a tijada  Ax, -> 0, Лх2 ->  0 da a ,  v a  a 2 m iqdorlam ing  

no lga in tilm aslig in i topam iz. Bu esa  / ( x , , x 2)  funksiyan ing  (0 ,0) nuqtada 

d ifferensiallanuvchi b o 'ls in  deb  q ilingan farazga zid. ►
Shunday  q ilib , funksiyan ing  b iror nuqtada barcha xususiy  hosilala rga  ega 

b o ’lish i, funksiyan ing  shu nuqtada d ifferensiallanuvchi b o ’lish in ing  zaruriy  
shartidan iborat ekan.

2°. Funksiyaning differensiallanuvchiligining yetarli sharti. Endi k o ’p 
o ’zgaruvchili funksiya d ifferensiallanuvchi bo ’lish in ing  yctarli shartin i keltiram iz.
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f { x ) - f { x \ , x 2,...,xn)  funksiya ochiq  m [m c z R"') to ’p lam da berilgan  

b o ’lib, x°  = ( x l°,X 2  x " ) e  M  b o ’lsin.

3-teorenta. A gar f ( x )  funksiya  x u nuq tan ing  b iror a tro fida  b a rch a  o ’zg a 

ruvchilari b o 'y ic h a  xususiy  h o sila la rga  ega  b o ’lib, bu xususiy  hosila la r shu  x° 

nuqtada uzluksiz  b o ’lsa, f ( x )  funksiya  x°  nuq tada d ifferensia llanuvch i b o ’ladi.

4  x° e  M  nuqtani olib , koord inata la riga  m os rav ishda shunday  

Ax,.Ax-2,...,Ax„, o rttirm alar beray likk i, (xj' +  A x,,x° +  Лх2 ,x"  +  Axn, ) nuq ta  x° 

nuqtan ing  ay tilgan  a tro figa  teg ish li b o ’lsin. S o ’ng funksiya to 'la  orttirm asi

4/"(*0 ) = / ( * ?  + A x ,.x 5  +  Ax2 x°m + A x „ ) - / ( x ° ,X 2 ...... x '1,)

ni quy idao icha yozib  o lam iz:
+ Л х | ,х 2° +  A x2 x °  + A r m) - / ( x ? . x 2 + Л х 2....,х °  + A x m)]+

+  [ / ( x |° ,x 20 +  Ах2.Хз° +  Ax3 x Qm + А х „ ) - / ( х |3,х “ лз0 +  Ax3,.. .,x “ +  Axm)]+

+ ...  +  [ / ( x f .x ? ..... x ° . ,  ,x°  +  A x * ) -  f ( x ? .x °  x ” )]

Bu teng iikn ing  o ’ng  to m o n id ag i har b ir ay irm a teg ish li b itta  argum en tn ing  
funksiyasi orttirm asi sifa tida  qaralish i m um kin . U ning  uchun L agranj teorem asin i 
tatb iq  q ila  o lam iz, chunki teo rem am izd a  keltirilgan  shart lar L agranj teorem asi 
shartlarin ing  bajarilish in i ta ’m inlaydi:

Л /(х 0)  =  / , '  (x,u + 0 ,Л х | ,х 2 + A x 2 x° + Axm)-A x, +

+  k - 4  +  Л Д х 2,х 30 + Ax3 x° +  Axm). Ax, +
(13.4)

+ / '  (x?, x , ,..., x*1, I, x° + OmAxm )• Ax ,J  х ш \  \ 1 Z '  * m - 1# n\ m m / m *

bunda
0 < 6 > < 1  ( / = 1 . 2 ........ m ).

O datda (13 .4) funksiya o rttirm asin in g  fonn u las i deb a ta ladi. Shartga k o ’ra 

x° nuqtada xususiy  hosila la r uzluksiz . Shunga  k o ’ra

/ ; ,  (х ^ + У .А х .л ?  + A x2 x ” + A x m) = / ; i ( x ° ) + a I,

/ ; 2( ^ х 2Ч 0 2Д х 2 .х ; +  Ax3 x„°, + A x „ , ) = / ; 2( x ° ) + a 2, ^

 *1 i .x "  +  ymAxm)=  / , ;  (x ° )+  a m
b o ’lib, unda  Лх, -> 0 ,Д х 2 -> 0 ,...,A x„, 0  da  a ,  -> 0 ,a 2 - > 0  b o ’ladi.

(13 .4 ) v a  (13 .5) m unosabatlardan

4 / v ° ) =  ( x ° K  + / ; ( x ° K x 2 (хо)дхш +

+ a ,A x ,+ a 2Ax2 + ...  + a mAxm 
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b o ’lishi ke lib  chiqadi. Bu esa  / ( x )  funksiyan ing  x° nuqtada d ifferensiallanuvchi 

ekan lig in i b ild irad i. ►
B ir va k o ’p  o ’zgaruvchili funksiya larda  funksiyan ing  

d ifferensia llanuvch ilig i tushunchasi k iritild i. (qara lsin , 1-qism, б -bob , 4 -§  ham da 
ushbu  b o b n in g  2-§.). U lam i so lish tirib  quy idag i xu losa larga  kelam iz.

1) B ir o ’zgaruvchili funksiyalarda ham  k o ’p  o ’zgaruvchili funksiyalarda 
ham  funk siy an in g  b iror n uq tada  d ifferensiallanuvchi b o ’lish idan  u n ing  shu 
nuqtada u z lu k siz  b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak, b ir va  k o ’p  o ’zgaruvchili 
fu nksiya larda  funksiyan ing  d ifferensiallanuvchi b o ’lishi b ilan un ing uzluksiz  
b o ’lishi o rasidagi m unosabat b ir xil.

2 )  M a’lum ki, b ir o ’zgaruvch ili fu nksiya larda  funksiyan ing  b iror nuq tada 
d ifferensia llanuvch i b o 'lish id an  un ing  shu n uq tada  chekli hosilaga  ega  b o ’lishi 
kelib  ch iqad i v a  aksincha, funksiyan ing  b iro r nuqtada chekli hosilaga  ega 
b o ’lish idan  un ing  shu n uq tada  d ifferensia llanuvch i b o ’lishi kelib  chiqadi.

K o ’p  o ’zgaruvchili funksiya larda  funksiyan ing  b iror nuqtada 
d ifferensia llanuvch i b o ’lish idan  u n ing  shu  n u q tada  barcha chekli xususiy  
h o sila la rga  e g a  b o ’lishi ke lib  chiqadi. B iroq funksiyan ing  b iro r nuqtada barcha 
chekli x ususiy  hosilala rga  ega b o 'lish id a n  u n in g  shu nuqtada d ifferensiallanuvchi 
b o ’lishi har do im  kelib  ch iqaverm aydi.

D em ak, b ir va  k o 'p  o ’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning 
d ifferensiallanuvchi b o ’ lishi b ilan  u n ing  hosilag a  (xususiy  hosilaga) ega b o ’lishi 
o rasidag i m unosabat b ir  xil em as ekan.

3-§. Yo’nalish b o ’yicha hosila

M a ’lum ki, b ir  o ’zgaruvchili y = f ( x )  funksiyan ing  (x e /? ,j> e  R) —  hosi-
ebe

Iasi bu  funksiyan ing  o ’zg arish  tezlig in i b ild ira r edi. K o ’p  o ’zgaruvchili 
y  = f ( x ],x 2,...,xni) funksiyan ing  xususiy  hosilalari ham  b ir  o ’zgaruvch ili funk

siy an in g  hosilasi kabi ekan lig in i e ’tib o rg a  o lib , bu xususiy  hosi-
a r ,  dx2 dxm

la la r ham  y  = f ( x i,x2,...,xm) funksiyan ing  m os rav ishda  oxl,ox2,...,oxm o ’q lar 

b o ’y ich a  o ’zgarish  tez lig in i ifodalaydi deb  ay tish  m um kin.
Endi funksiyan ing  ix tiyoriy  y o ’n a lish  b o ’y ich a  o ’zgarish  tezligini 

ifodalovchi tu sh u n ch a  b ilan  tan ishay lik . S oddalik  uchun ikki o ’zgaruvchili 
funksiyani qaraym iz.

y - f ( x \’X2) = f ( A )  funksiya  och iq  M  to ’p lam da ( м с  R2) berilgan 

b o ’lsin. B o’ to ’p lam d a  ixtiyoriy  Д , ^ х ^ . х " )  nuq tan i o lib , u orqali b iro r to ’g ’ri 

ch iz iq  o ’tk azay lik  va  undagi ikki y o ’nalishdan  b irin i m usbat y o ’nalish , 
ikkinchisin i m anfiy  y o ’nalish  deb  qabul q ilaylik . B u  y o ’nalgan  to ’g ’ri chiziqni / 
deylik .
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a v a  y9 deb  /  y o ’nalgan  to ’g ’ri ch iz iq  m usbat y o ’nalishi b ilan m os rav ishda  

av, va ox2 koord inata  o ’q larin ing  m usbat y o ’nalish i o rasidagi bu rchak lam i

49 -ch izm a
/  to ’g ’ri ch iz iq d a  Aq nuqtadan farqli va  M  to ’p lam ga teg ish li b o ’lgan A 

nuqtani (a  = (x, ,x 2)) olaylikki, AqA kesm a M  to ’p lam ga teg ish li b o ’lsin. A garda 

A nuqta Д , g a  nisbatan I t o ’g ’ri ch iz iq n in g  m usbat y o ’nalish i to m on idan  bo ’lsa 

(shak ldag idek), u ho lda A^A kesm a uzunlig i p(Av,A) ni m usbat isho ra  bilan 

o lishga kelishaylik .
M qAH dan

X. - X ,
=  cos a , -  cos fi (13.6)

P P
b o ’lishi kelib  chiqadi. O datda cos a  v a  cosf)  lar /  to ’g ’ri ch iz iq n in g  y o ’n altiruv- 

chi kosinuslari deyiladi.
3-ta'rif. A nuq ta  I y o ’nalgan  to ’g ’ri ch iziq  b o 'y la b  Aq n uq taga  in tilganda 

(A 4 , )  ushbu nisbat

f ( A ) ~ f M  =  / ( f t  ̂ 2 ) - / ( ^ ^ 2 ) 

р(Л>-А) ~ Л х 1 х г \ ( х \ Ъ ))
ning lim iti m avjud b o ’lsa, bu lim it / ( x l ,x 2)  =  f ( A) funksiyan ing  4 ,  =  (x^ .x?) 

nuqtadagi / y o ’nalish  b o ’y ich a  hosilasi deb  a ta lad i va

dl
yokii ^ i - 4 )

dl
kabi belg ilanadi. D em ak,

dl А-+Л, p IAq.A)
E ndi / ( x | , x 2) funksiyan ing  /  y o ’nalish  b o 'y ich a  hosilasin ing  m avjudlig i 

ham da uni top ish  m asalasi b ilan sh u g ’u llanam iz.
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4-teorema. / ( x , , x 2) funksiya  och iq  M  to ’p lam d a  ( а /  с  R 2) berilgan 

b o ’lib , Д) =  {xf, .Xj) n uq tada  ( (x ^ .x ^ je  m ) d ifferensiallanuvchi bo ’lsa, tiinksiya  

shu  n u q tada  har qanday  y o ’n a lish  b o ’y ich a  hosilag a  ega  va 

< ( x °  4 )  ry(x® x,°) ^ ( x l ' . x ? )V У cos a + cos p  (13 7)
dl dx\ dx2

b o ’ladi.

< Shartga k o ’ra  / ( x , , x 2) funksiya  Д , =  (x^.x®) nuqtada d ifie rensia lla - 

nuvchi. D em ak, funksiya  orttirm asi

/ М - / ( Л )  = / ( x i .x 2) - / ( x | ) .x")
uchun

- 4 ) + 0 V ,)  (13.8)
U\\

b o ’ladi, bunda

P = /КА.Л) = yHxi ~ x i f  +(x2~ 4 Г •
(13 .8) teng iikn ing  hai- ikki tonw nin i p  = p(A0,/l)  g a  b o ’lib, so ’ng (13 .6) ni 

e ’tib o rg a  o lib  topam iz.

= + ^  ■ 4 ) с ю / ? + .
р(Л)'А) <̂ | P

Bu ten g lik d a  Л - *  Д , d a  (y a ’ni p  - ^ o d a )  lim itga  o ’tsak , unda

нт  -  ; ,m / М - М ) = M ^ } c o s a + 4 i ^ S cosP
p  (ix", (/X2

b o ’ladi. D em ak,

# ^ 4 ) = : 4 ] с.ол. ^ . ►
с// 6x, ck2

13.5-misoL U shbu

/ ( x p X j )  =  arctg—- 
X 2

funksiyan ing  /  y o ’nalish  b o ’y ich a  hosilasi top ilsin , bunda  /  b irinchi kvadran tn ing  
(l, l)  nuq tadan  o ’tuvchi v a  (О, O) n u q tadan  (l, l)  nuq taga qa rab  y o ’nalgan  

b issek trisasidan  iborat.
< B erilgan  funksiyan ing  = ( l ,  l )  nuqtadagi /  y o ’n a lish  b o ’y icha  

hosilasin i (13 .7) fo rm u lag a  k o ’ra  topam iz. R avshanki,

/ ( x |(x  )= arctg-'- 
X 2

funksiya  Aq = (l, l) n u q tad a  ditTerensiallanuvchi. U nda  (1 3 .7 ) fo rm ulaga k o ’ra



4-§. Ко 'р о ’zgaruvchili murakkab fimksiyalarmug  
(iifferensialhmuvchiligi. Murakkab funksiyaning hosilasi

f { x v x2 xm) funksiya M [m  c / ^ ' )  to’plamda berilgan bo’lib,

xv x2,...,xm o'zgaruvchi laming liar biri o’z  navbatida tv t2,...,tk 

o ’zgaruvchilaming T  ( г с / ^ )  to’plamda berilgan funksiya bo’lsin:

 ^  (,3.9,

Хт = <Рт(‘\>‘2 U
Bunda (/, ,t2,...,tk) e  T  bo’lganda tuiga mos e  M  bo’lsin.

Natijada ushbu

murakkab funksiyaga ega bo’lamiz
1°. Murakkab funksiyaning dijferensiaUanuvchanligi
5-teorenta. Agar (13.9) funksiyalarning har biri nuqtada

differensiallanuvchi bo’lib, f ( x l,x2,...,xm) fiuiksiya esa mos (xj’.x? a{')g А/

nuqtada (л" = ^ ( / l ). 2̂0,...I/;,}  С \ - У т =<рт( ^ 4 ..... '?)) differen

siallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab funksiya F(tv t2,...,tk) liam (z,0. 4' ) 

nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

,t2,...,lk ) e T  nuqtani olib, uning koordinatalariga mos ravishda 

shunday ( A / , , Д/ J  orttiruvchilar beraylikki,

(4  + №и12 +At2>...,tl + /±tk) e T  bo’lsin. U holda(13,9) dagi har bir funksiya ham 

(Ax,,A^,...,Acni) orttinnalargi va nihoyat /(x ,.^ . . . . .^ , , )  funksiya / f  orttimiaga 

ega bo’ladi.

Shartga ko’ra (13,9) dagi funksiyalarning har biri 4 )  nuqtada

differensiallanuvchi. Demak,



ar, ' ar2  ̂ dtk
bo’ladi, bunda —  (/ =  l,2,...,m, y =  1,2,...Л) hususiy hosilalaming (z,0, ^  zA°)

dt

nuqtadagi qiymatlari olingan, va

p  = ̂ & \  +AZ2 +... + /V* .

Sliaitga asosan, f ( x vx2,...,xm) funksiya (x°,xl,...,xfy  nuqlada differensial- 

lanuvchi. Demak.

+ ~ A x2 + . . .+ - ^ - A x m + а ,Д х | + a 2z ^  + ...  +  a mAxm (1 3 .1 1 )
dv, dx.̂

bo’ladi, bunda —  (/ =  1,2 , . . . , /и) hususiy hosilalaming (xj’.x® x®) nuqtadagi
dx,

qiymatlari olingan va Ac, ->0,Дх2 - > 0  Acm —>0 da or, -^О.о^ -> 0  a m —>0

bo’ladi.
(13,10) va (13.11) munosabatlai dan topamiz:

*=f
dx2

—  Az, - А/, + A/a + <-//>),a, a2 a,

А/, +  —  Д/2 + ... +  — - Azt +  (Xyo).a, 1 a2 2 a*

+ - *
(bc„

Sc„ . dxm . , / x
AZ, +  - - A z 2 + . . .  +  — Az, +  c \p ya, a t

4-a,Ax1+ a 2Ax2 + ... +  a mAxm =  

d f d x . d f d x , ,  Я д х Л



+ +

d f  дху | d f  dx2
dxx 8tk

d f  dx,
 +   g
дх2 dtk dxm dtk

At. +

+ d f d f+ —  + ...+ 
dx, dx, dx

d f
(13 12)

o(p) +
V ,  J

+  щ Ахх +  a 2Ax, + ... +  a mAxm.

d f  d f  d f
Bu tenglikdagi

dx, dx. dx„
em as) b o ’lgan lig i sababli

d f  d f  
dx, dx2 dx...

o (p ) = o ( /7 )

y ig ’ indi o 'z g a n n a s  ( p  ga  b o g 'liq

0 2  13)

boMadi.
M odom ik i, x,= (pi{tx.t1 tk ) (/ =  1. 2  m) funksiyalar (z,0./®....../,°) nuqta-

da d iffcrensiallanuvchi ekan , u lar shu nuqtada uz luksiz  bo ’ladi. U nda  uzluksizlik
ta 'r if ig a  k o ’ra Д/, ->  О, Д /, -»  0 .....Д /, ->  0 da, y a ’ni p  -> 0  da

Дх, ->  0, Дх, 0,..., Axm ->  0 bo ’ladi. Y ana ham  an iq roq  ay tsak , (13 .10) 

form uladan p - * 0  da  Дх, = o(p), Дх, =  o{p) Ax„ = o(p)  ekanligi kclib

chiqadi. Дх, 0, Дх2 ->  

Dem ak,
/7->0 => barcha  Дх, —>0 

A gar

0  Axm ->  0 da esa a

=> barcha a, ->

0, a 2 —> 0  a m ->  0 .

a, Ac, .а^ДХг cc„Axm = o(p) (13.14)

A + ̂  
' dx, d// dx.

dc2 d/" dx_
— ^  +  . . .  +  —  —
dz, dx„. dz,I /  2  " Ч  m  " ' J

( j  = 1,2,3,...Л) dey ilsa , u holda (13 .12), (13 .13 ) va  (13.14) m unosabatlardan 
Д /  =  /l|Az, +  A2Al2 + .. .  +  AkAtk +  o{p)

kelib  chiqadi. ►
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Endi

fifPxifx-h'—Ak ).....VnAh'h ......^*))=  ..... h )
m urakkab funksiyaning tx,t2,...,tk o ’zg aru v ch ila r bo ’y icha  xususiy  hosilalarini

topam iz. A ytaylik , / ( x , .x 2 x„,) va  x, = ^ ,(z ,.z 2 z*), x2 = ^ (z ,,z 2>.../*).....
x„, =  funksiya lar yuqoridag i 5- teo rcm an ing  shartlarin i bajarsin . U

holda 5 -tcorem aga k o ’ra m urakkab  funksiya (z,°,z2  tk ) n uq tada  d ifferensial-

lanuvchi bo ’ladi.
D em ak, b ir tom ondan

Д /  =  AxAtx +  A2At2 + .. .  +  AkAtk + o(p) (13.15)
bo ’lib, bunda

,  d f  dxm_ ^ _ d x x_ ,  d f  dx2 
1 dx, dtj dx2 dtj dx„, dz,

( j  =  l ,2 , . . . ,k )  (13.16)

52



(q a ra lsin  5 -tcorem a) ikkinchi tam o n d an  1- n a tijaga  asosan

Д/" = — Д / . +o( / 9)  (13.17)
^  a r ,  ' a r 2 2 d,k k ^

b o ’ladi. (1 3 .1 5 ),(13 .16) va  (1 3 .1 7 ) va  m unosabatlardan
d f  d x ^ d f  dx1  ̂ | d f dxm
dt, dx, dt, dx2 dt, dxm dt,

d f  ^ d f  dx,  ̂ d f  dx2  ̂  ̂ d f  dxm
dt2 dx:, dt2 dx2 dt2 dxm dt2

f a n ,

dt,, dx, dtk dx2 dtk dxm dtk
b o ’lish in i topam iz.

5-§. K o’p  o ’zganivchUifunksiyaning dijferensiali 
l". Funksiya differensialining tu ’rifi. f { x ,  ,x 2 x m)  funksiya  ochiq

m (m  c / ? m) to ’p lam d a  berilgan  b o ’lib , bu to ’p lam ning  x° =(x°,jc^ ,...,x® ) nuq-

tas id a  d ifferensiallanuvchi b o ’lsin. T a ’rifg a  k o ’ra  f { x )  funksiyan ing  x" nuq tada

gi orttirm asi

,  г у ( х ° ) л r y ( x ° ) A с у ( х ° ) л
W  = - y j bX, + ^ ± - 7 Лх2 + . . .  +  - ^ y - 7 A xm +a,Ax, + а 2Лх2 + ...+ amAxm 

dx, dx2 dxm
b o ’ladi.

4-ta 'rif f { x , ,x 2 x m) funksiya orttirm asi A/*(x") n ing  Ax,. Ax2,...,A xm

larga n isbatan  ch iziq li bosh qism i

dx, dx2 '  dxm

/ '( x )  funksiyan ing  x °  nuqtadagi d ifferensiali ( to ’liq d ifferensiali) deb  a ta lad i va 

ti/'(x ”,X2 , ...,x °,) kabi belgilanadi. D em ak,

* ) ■ * . . ;  - f 3 - .dx, dxm dxm
A g ar x , ,x 2 x m crkli o ’zgaru v ch ilam in g  ix tiyoriy  orttirm alari Ax,,

Av2,...,A xm lar m os rav ishda  bu o ’zg aru v ch ilam in g  d ifferensiallari dx,,ck2,...,dxm 
g a  ten g  ekan lig in i e ’lib o rg a  o lsak , unda  f { x )  funksiyan ing  d ifferensiali quyidagi

+ . . . + ^ ' L „  (13.18)
dx, dx2 dxm

k o ’rin ish g a  kcladi.
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O d atda  — dxu ~ —dx2..., -~—dxm lar / ( x , , x 2 xm) funksiya xususiyd f
dx dx dx

d ifferensiallari deb  ataladi va ular m os rav ishda  d x f , d x f  f  kabi b e lg ila 

nadi:

=  d Xif  = ̂ - d x 2..., d xJ = f ¥ - d x m.
dx. dx. dx..M 2

D em ak, f ( x )  funksiyan ing  x° nuqtadagi d ifferensiali, u n ing  shu nuqtadagi 
xususiy d ifferensiallari y ig 'in d isid an  iborat. M asalan , ushbu

A * , . * , ) - » - ' * " -

funksiyaning V (x ,x2) e  R2 nuqtadagi d ifferensiali

d f  =  — dxl + f¥ -d x 2 =  sinx2ex>s'"Xldx\ + x ,  coxx-,er ' '"'X:dx, = 
gx, dx2

_  e xi s" '* 2  ( 9Z>, х2а ^ | +  x, cosx2dx2)

b o ’ladi.
Endi funksiya d ifferensia lin ing  g eom etrik  m a ’nosin i ikki o ’zgaruvchili 

funksiya uchun keltiram iz.

A ytaylik , у  =  / ( x , , x 2) funksiya  o ch iq  Л / to ’p lam da ( л / с ^ 2) berilgan 

b o ’lib, (x°,x2) e M  nuq tada d ifferensiallanuvchi b o ’lsin. Bu funksiyan ing  grafigi 

5 0-ch izm ada tasv irlangan  (S)  sirtni ifodalasin.

50-chizm a.

(S’) sirtga  (x,0,x 2 ,^ 0) nuqtasida (y0 = / ( x ,0,x 2)) o ’tka/.ilgan urinm a tekislik

ushbu

r - y 0 = ¥ k ^ ( x , - x ”) + S t i ^ ( x 2 - 4 )

ko ’rin ishda bo ’lib, undan

йх, x 1'  dx2

У -  Уо = df ( x °-Xi)



ekanlig i ke lib  ch iqad i. D em ak, y  = / ( х , ,д :2) funksiyan ing  (x,0, ^ )  nuqtadagi 

d ifferensiali bu funksiya  grafig iga  . / ( x ^ .x ” )) nuqtasida  o ’tkazilgan  urinm a 

tek islik  ap lika tasin ing  o rttirm asidan  iborat ekan.
2" M urakkab funksiyaning differensiali. у  =  f ( x v x2,...,xm) funksiya

M (m  c. Rm) to ’plam da berilgan  b o ’lib. x ],x Zl...,xm o ’zgaruvch ilam ing  har biri 

o ’z n av batida  1v i2,...,tk o 'z g am v ch ila rn in g  т {г  c / ? A ) to ’p lam da berilgan funk- 

siyasi bo 'ls in :

X \= < P \{ t \ . t2 ......./* ),

x2 =<p2(l\,t2,...,tk),

Xn =<Pm(t>d2 Ik).
B unda ( z , ,^  tk ) e  T  b o 'lg an d a  unga m os (х,,д:2 xm)e  M  b o ’ lib, ushbu

У = /(<рМ .1 2..... tk ).(P2(ti.t2......./*),.....<pm(ti,l2......tk ))
m urakkab  funksiya  tuzilgan  b o ’lsin.

Faraz  q ilay lik  x, = ^ (( / , , /2,...,/A) (/ =  1 ,2 ,...,w ) funksiya lam ing  har biri

(t°,t2 ..... / ° ) €  T  n uq tada  d ifferensiallanuvchi b o ’lib. y  = / ( x 1,x 2,...,x m) funksiya

esa  m os (xf.x®  x ” ) e  M  nuqtada d ifferensiallanuvchi b o ’lsin. U holda 5-teore-

m aga k o ’ra m urakkab  funksiya  (/,0,/2 ,...,zt° )  nuq tada d ifferensiallanuvchi b o ’ladi. 

U nda m urakkab funksiyan ing  shu nuqtadagi d ifferensiali

b o ’ladi.
M a’lum ki,

Natijada
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dt, du dt.

d f  _ d f  dxx  ̂ d f  dx2  ̂ ^  d f  dx_m

dz, dx, dz, dx 2 dz. dxm dtx

dZ2 dx, dz2 dx 2 dz2 dxm dt2

d f  _ d f  dx\ , d f  dx2 ^

5Xm dtkdtk dx, dz* d x 2 dz*

dx, dz, dx2 dZ,

( d f  dx, d f  dx,
—  L  +  - -  -  +

dx, dt2 dx , dZ2

dz, j

dxm ^

dxm ~дГ2 )

dt, +

dt2 +



а/, ■ а /2 д!к
ekanlig in i e ’tib o rg a  o lsak , u ho lda m urakkab  funksiya  d ifferensiali uchun

d f  = ^ c k l+ ^ - d x 2 + ... + ̂ d x t (13.19)
UX\ OX2 ^ к

b o ’lishi kelib  chiqadi.
M urakkab funksiya d ifferensiali ifodalovchi (13 .19 ) form ulani avval qarab  

o ’tilgan (13 .18) form ula b ilan so lish tirib  b ir x il fo rm aga  ega  b o ’lish in i (y a ’ni 
difTerensial form asi saq lan ishn i) k o ’ram iz. O d atda  bu xossani differensial form asi- 
ning (shak lin ing) invariantligi deyiladi.

D em ak, k o ’p o ’zgaruvchili funksiya larda  ham  b ir o ’zgaruvchili funksiyalar- 
dagidek, d ifferensial shak ln in g  invaritligi xossasi o ’rinli ekan.

Shuni aloh ida ta ’k id lash  lozim ki, (13 .19 ) ifoda dxv dx2 dxm lar

x , ,x 2 xm lam ing  ixtiyoriy orttirm alari Axl ,Ax2,...,Axm lar bo ’ lm asdan, ular

tv t2 tk o ’zgam vch ilarn ing  funksiyalari b o ’ladi.

З". Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidalari. и = f ( x )  va 

v =  g (x )  funksiyalar och iq  M  ( л /  с  Л”')  to ’p lam da berilgan b o ’lib, x° €  M  nuq

tada ular d ifferensiallanuvchi b o ’lsin. U ho lda u±v ,  uv, —, ( v ^ O )  funksiyalar
v

ham  shu x° n uq tada  d ifferensiallanuvchi bo ’ ladi v a  u larn ing  d ifferensiallari uchun 
quyidagi
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1 ) d (u ± v)=  du± dv ,
2 ) d(uv)= udv + vdu, 

'  и
D d

vdu -  udv / „X 
—  (v ^ 0 )

v24V.
formula o ’rinli bo’ladi.

Bu munosabatlardan birining. masalan, 2) ning isbotini keltirish bilan 
chegaralanamiz.

и = f ( x )  va v = g(jr) funksiyalar ko’paytmasini Г  funksiya deb qaraylik:
F = u v. Natijada F  funksiya w va v lar orqali х , ,х 2 xm o ’zgaruvchilaming

(x = (x{,x2 xm)) murakkab funksiya bo’ladi. Murakkab funksiyaning difTeren-

sialini topish formulasi (13.19) ga ko’ra

bo’ladi.
Agar

ekanligini e ’tiborga olsak, unda 

bo’lishini topamiz. Demak,

.„ dF , dF , aF = —  du + —  av 
du dv

ЭҒ v 5Ғ
du dv

dF  = vdu + udv 

d(uv)= vdu + udv.

6-§. K o’p  o ’zgaruvchili funksiyaning yuqori 
tartibli hosila va differensiallari 

/". Funksiyaning yuqori tartibli xususiy fwsilalari. f { x x,x2,...,xm)

funksiya ochiq M  (m  <zRm) to’plamda berilgan bo’lib, uning har bir
(x1,x 2  xm) nuqtasida f 'X{,f'X2 f'Xm xususiy hosilalarga ega bo’lsin.

Ravshanki, bu xususiy hosilalar o ’z navbatida x l ,x 2 ,...,xm o ’zgaruvchilarga 

bog’liq bo’lib, ularning funksiyalari bo’lib qolishi mumkin. Berilgan funksiya 
xususiy hosilalari Д  , /Д  , - , f 'Xm laming ham xususiy hosilalarini qarash mumkin.

5-ta’r i f  / ( x l,x 2 ,...,xm) funksiya xususiy hosilalari laming

xk (A = 1 , 2  m) o ’zgaruvchi bo’yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning

ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va
 ( * = 1 . 2  m)

yoki

 - Ц -  (k = \ , 2  m)
дх{дхк дх2дхк dxmdxk 

kabi belgilanadi. Demak,
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э 7  r  = ± . { У _ ' \  
дх\дхк Г|,‘ <9xt ^йх, J

з 7  = j 3 _ f Z . )
dx2dxt r,r‘ йгА йх2 J

3*m3x* -  * dx* (dx,

Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda
~\2 г

= / ; r (/ =  1 , 2  m, Л = 1, 2  m)
дх,дхк ' *

ko’rinishda yozish mumkin, bunda A = /  bo’lganda

3 7  r
dx.dx, jx >"

deb yozish o ’miga

8 V _ r

debyoziladi.
Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o ’zgaruvchilar 

bo’yicha olingan bo’Isa, unda bu

S r z ' : -  (, > л )
2 -tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.

Xuddi shunga o ’xshash, f { x v x2,...,xm) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va 
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanadi. Umuman, f { x ux 2 xm) funk
siya (/7-l)-tartibli xususiy hosilalaming xususiy hosilasi berilgan funksiyaning 
и -tartibli xususiy hosilasi deb ataladi.

13.6-misoL Ushbu

f i x i • * 2 ) = orcig —  (л2 ^ 0 )
■*2

funksiyaning 2 -tartibli xususiy hosilasi topilsin.

4  Ravshanki, —  = , , —  = — . X]- 2 ,
dr, X, + x2 ox2 x, + x2

a 2/ ^  a  3  Г x 2 "|= 2 x ,x:

at,2 at, ( a t j  ахДх2+х2] ( x ? + x j f ’ 

d2f  _  _3_f 3 f  x 2 ^  x f - x :

ax,at2 a t2 l<a t lJ a t2(x 2 + x l )  (x f+ x2)2’
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13.7-misol. Ushbu

/ ( * . . * 2 )  =

x 2 _ x 2

x ,x 2 —̂ ----- j ,  agar x f  + x% * 0  bo'lsa,
x f + x l

0  agar x f  + x 2 =  0  bo'lsa
funksiyaning aralash hosilalari topilsin.

4  Aytaylik (х ,,л 2)^  (0,0) bo'lsin. U holda

d f x f - X2 I 4 * |2* 2 t 2 _ x 2 4 x V  4 2 1 2
X2OX, + * 2 (*|2 + *22f ax2 +

1

+

d 7f d 1

'V
II , + / 8x- xi

дх,дхг dx2 x, + x 2 (*i + * 2 L

d 2 f d ' d f ^ 1

1 8 -Г, * 2
dx2dx, dx, dx2 *|2 + * 22 (* ? + * ! h

bo'ladi.
Berilgan / ( x , , x 2) funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy hosilalarini 

ta’rifga ko’ra topamiz:
3/(0.0) Um / ( A t ,  . 0 ) - / ( 0 , 0 )  0

dx Ati ->0 Ax

^ ( Q . o )  =  l im  / ( O .A x 2) - / ( 0 , 0 )  0

A t2 -> 0dx2 At 2 ->o Ax_
a/(0,Ax2) dfjP.O) 

d 2f ( 0 ,0 ) _  .. dx, dx= lim -
dx,dx2 A t, -->0 Ax,

a V (o .o )
5x,dx,

= lim -
A t,  -» 0

a/(Ax,,o) a / ( o , o )
Й Х ,

Ax,
5x7 Ax?
—-—  = lim — -r = 

Д>1 ->o Дх,

Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning _ a V
dXtdX',

va g2/
ах25х|

aralash

hosilalari bir-biriga teng bo’lishi ham, teng bo’imasligi ham mumkin ekan.
6-teorema. / ( x , , x 2) funksiya ochiq M  (л / с  /?2) to'plamda , / t'

hamda f'x\Xl, f " lXi aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar aralash hosilalar

(x|0 ,x 2) e  M  nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada



/ ," ,Л " -х22 )= у г ; ,1( ^ ^ 22)
bo’ladi.

< (xj’.x®) nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday Ax, > 0 ,  Ax2 > 0  
orttirmalar beraylikki,

D  = {(x, ,x2) 6 R2 : x ” < x, 5  x,0 + zlx,, x 2 < x 2 < x 2 + J x 2 } c  M  

bo’lsin. Bu to’g ’ri to’rtburchak uchlarini ifodalovchi (x [\x2), (xj1 + Ax,,x2), 

(x^.x” + А^г)’ (x,0 + Axj.x" + Ax2) nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib 
ulardan ushbu

P -  f[x\  + Ax,.x2 +Ах2) - / ( х | ’ +Л х| .х 2) - / ( х | , .х2 +Ax2)+ /(x® ,x2°) 
ifodani hosil qilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki

/> = [Д х° +  Ах| .х2 +A x2) - / ( x|) + Ax,, x2)] -  [ /(x ”. x2 + Ax2) - / ( x | ),x2°)l 

/> = [ / (x|) + Axi ,x20 + Ax2) - / ( x° ,x2 +  Ax2) ] - [ / ( x° Ax,,x2) - / ( х ° .x2)] 
ko’rinishda yozish mumkin.

Endi berilgan / ( x , ,x 2) funksiya yordamida x, o ’zgaruvchiga bog’liq 
bo’lgan

<»(^1) = /(^1 . -*2° +  Ax2 ) -  / ( x , . x2° ), 

x2 o ’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan

И * 2 )= /(* 1 °  +A x| .X 2 ) - / ; | (x°.X2) 

funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, <р(х,), ч /(х 2 )  funksiyalar

<рЬ х) = (*, . 4  + Ax2) -  (x, ,x2),

V '(x2) = Д  (*? +  A*i **2) -  (-*1° • ̂ 2)
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan

e>'(x,)= / '  v (x ,,x2 + 0 2Ax2)-A x2,
x , I iy  2 2 2 /  2 f / j j o j

^ ' Ы =  / , ' \x " + 0, Ax,. x2 )• Ax, 

bo’ladi, bunda 0 < 5,, в2 < \.
Yuqorida keltirilgan P ifodani ^(x,), 4/ ( x 2) funksiyalar orqali ushbu

P = ^(x° + Axl)- (o (x ”)

P  =  Vz(x24 A x2) - ^ 2°) 
ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilami topamiz: 

P  =  ^ ( x ,0 +  0,'Ax, )• A x ,. P  = ч / '(х 2 +  6>'Ax2)- A x2 2

( о  <  в;, 0' < i ) .
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan

P =  / / , , ,  (xf + 0|'AX|. x 2° + 02Ax2)- Ax,Ax2

P = (x i° -«■ 0 , Ax,. x^ + 02Ax2)- Ax, Ax2

b o ’lib , u lardan esa
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Пл  + * М - А + 62̂ 2) = / , • „ ( 4 + 5 , 4 .  А  * 5 ;л х 2)  f /J .2 2 ;

bo’lishi kelib chiqadi.

Shartga ko’ra va / I"I| aralash hosilalar (xj’.x") nuqtada uzluksiz. 

Shuning uchun (13.22) da Дх, -> 0, Ax2 ->  0 limilga o ’tsak,

/ ; , „ ( « )
bo’la d i>

2". Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ko’p o ’zgaruvchili funksi
yaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, funksiyaning 
n (>7 > l)  marta ditTerensiallanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

f ( x )  funksiya ochiq M  ( м c : R n,) to’plamda berilgan bo’lib, x ° e M

bo'lsin. Ma’lumki, / ( x )  funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi ushbu

Л /(х °)=  Л, Ax, +Л 2 Дг2 + ...+  /lmAxm +o(/?)

ko’rinishda ifodalansa, funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi deb atalar cdi,

bunda Ai,A2-  >Am~ o ’zgarmas sonlar, p  = -JЛх,2 + Дх2 + ... +  Дх^,. Bu holda ko’r-

gan edikki,

Л - * !  ( , - , . 2  - )
dx,

Aytaylik, / ( x )  funksiya M to’plamda Д  , / x' 2 xususiy hosilalarga

ega bo'lsin. Agar bu xususiy hosilalar x 0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, 
/ ( x )  shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, / ( x )  funksiya M  to’plamda barcha (/7 - l ) -  tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lib. bu xususiy hosilalar x° e M  nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsa, / ( x )  funksiya x 11 nuqtada n marta differensiallanuvchi deyiladi.
7-teorema. f ( x )  funksiya M  to ’plamda barcha n -  tartibli xususiy hosila

larga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar x° e  M  nuqtada uzluksiz bo’lsa, / ( x )

funksiya x° nuqtada n marta differensiallanuvchi bo’ladi.
Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini ifoda

lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.
/ ( x )  funksiya x e  M  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin.
6-ta’r i f  f ( x )  funksiyaning x  nuqtadagi differensiali d f(x )  ning 

differensiali berilgan / ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi 

va u d 2f  kabi belgilanadi:

d 2f  = d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:

6!



дхя.хдхт
/ ( х | ,х 2  хт ) funksiyaning (х ,,х 2  хт )  nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va

xokazo tartibli difTerensial lari ham xuddi yuqoridagidek ta'riflanadi.

Umuman, / ( x )  funksiyaning x nuqtadagi (и - l ) -  tartibli differensiali 

</("-l |/ ( x )  ning difTerensial berilgan / ( x )  funksiyaning shu nuqtadagi n tartibli 

differensiali deb ataladi va d ”/  kabi belgilanadi. Demak,

d nf  =  d (d n- ' / ) .
Biz yuqorida / ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy 

hosilalari orqali ifodalanishini ko’rdik.
/ ( x )  funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy 

xosilalari orqali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori 
tartibli differensiallami, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodalash muhim. 

/ ( x )  funksiya differensiali

d /  =  - ^ d c , + - ^ d x 2 + l .  + -¥ ~ d c mI Д #4 fTf
dx, dx2 dxm

ni simvolik ravishda ( /  ni formal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib) 
quyidagicha
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дх{ ' дхг 2 дхт 'ЛЛя 
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini

,2 . I d , 5 „ . . d x2

deb qarash mumkin. Bunda qavs ichidagi y ig ’indi kvadratga ko’tarilib. so’ng /  
ga «ko’paytiriladi». Key in daraja ko’rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb 
hisoblanadi.

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash f ( x )  funksiyaning n -  tartibli 
differensialini

< r /= ~ ( h \  + — <Zr2 + ... + -^ -d?rm I /
ax, ax2 axm

kabi yozish imkonini beradi.
3". Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ushbu punktda

/(*V*2 (Xl=<P|fc  О   Х т = < Р А 1\  /*))
murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini topamiz.

Ma’lumki, x, = ^ ((/1,/2,...,/m) (/ = 1, funksiyaning har bir

(/|П, / 2  /° ) е  7  nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, / ( x ],x 2 ,...,x,fl) funksiya esa

mos (x°,x2°.....x*’ ) nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 5-teoremaga ko’ra

murakkab funksiya (z,0./®,...,/*) nuqtada differensiallanuvchi va difTerensial shakl
ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

d f  = —~dxx + — чЛ:2 +
ax , 1 a x 2 2 dxm

bo’ladi.
Faraz qilaylik, x, =  ^ ,(/1,z2>...,/m) (/' = 1, funksiyalaming har biri

(z,0,/?  Z ^)er nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, / ( x , , x 2  xm) funksiya

esa mos (x^,x2  x® )e M nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U

holda murakkab funksiya ham (/l0 lZ2 .....Z^) nuqtada ikki marta differensiallanuvchi 
bo’ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

j- _ ,vf 1 I ^  1 ^  l̂ /x. I



=\ ^ <k' * i t dxi* ''* i!rdXn \ fArv I m )  ( 1 3 . 2 4 )
d f  j2 d f  d f  .2

+ —  d x .  + —  d x 2 +... + — d x m.
dx, dx2 dxm

Shu yo’i bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen
siallari topiladi.

(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda 
differensial shaklining invariantligi xossasi o ’rinli emasligini ko’ramiz.

2-eslatma. Agar
jc, = « , , / ,  +  a ,2/2 +••. +  «,*/* +/?,.

x2 = a 2l/, + a 22t2 + ...+ a 2ktk + fll , (,/J  ^

= «m,/. +  « m 2/ 2 + -  +  a m*/* + Pm 
bo’lsa ( a /(, P l (/ = 1 , 2  Л; у = 1, 2 ,...,/w)-o’zgarmas sonlar), u holda bunday

f ( x u x2,...,xm) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial
shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.

Haqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami differensiallasak, unda

dx, = a ndt, + a n dl2 +... + a ,kdtk + a l2A/2.+ ... +  a u A/*,

dx2 = a 2\dt, + a 22dt2 + ... + a 2kdtk =  a 21A/, + a 22M 2 + ... + a 2kM k,

<bm =  + «m2 ^ 2  +  -  +  + « » 2 ^ 2  + " + « « * 4
bo’lib dx,,dx2,...,dxm laming har biri tx,t2,...,tk o ’zgaruvchilarga bog'liq emasligi

ni ko’ramiz. Ravshanki. bundan d 2x, =  d 2x 2 = ... =  d 2xm = 0 .
Binobarin,

d 2f  = d ( d f ) = d { ^ d x x+ ^ d x 2 +... + ̂ - d x , \  =
^йзг, dx2 dxm )

= ч а * ч а * * Ч 4

d j  d , d , ) 2 ,
l ^ d x x+-— dx2 +... + —  dxm / .  
dx, dx2 dxm J

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi 
xossasiga ega ekan.

Shunga o ’xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi 
differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o ’rinli bo’lishi 
ko’rsatiladi.



7-§. O'rta qiymat haqida teorema
f { x ) - f ( x ],x2, ..,xm) funksiya M с  Rm to'plamda berilgan. Bu to’plamda 

shunday a  = (drl ,ti2 ,...,tim) va в = (ei,e2,...,em) nuqtalami olaylikki, bu nuqtalami 
birlashtiruvchi to'g’ri chiziq kesmasi

Л = { ( x \ - x 2  J m)e Rm : J, = a, + z(e, -  a ,), x2 = o2 + z(e2 - a2\
■■■>**= “т+‘(вт- а т); 0 < / < i ;  

shu Л/ to ’plamga tegishli bo'lsin: A c M .
8-teorema. Agar / ( л )  funksiya Л kesmaning a  va e nuqtalarida uzluksiz 

bo’lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo’lsa. u 
holda A kesmada shunday с nuqta (с = (с^с2,...,ст)) topiladiki,

/ ( e ) - f  {a) = /,; (cXe, -  a ,)+ / , ;  (cX®2 -  a2)+ ... + / , ;  (cXe* -  am)
bo’ladi.

< f ( x )  funksiyani A to ’plamda qaraylik. Unda

/ ( * )  = / ( * I ’X2 >~>Xm ) = /(" !  +  f (e , -  a, ). » 2  +  '( в2 -  0 2 )• •• ^  “  " ,  ))
( 0 < / < l )

bo’lib, / ( x , , x 2  xm) i o ’zgaruvchining [O,l] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:

F (/)=  / ( a ,  + /(e, -  o ,), ti2 + f(e2 -  a2), .., + t(eM -  a„ ))
Bu funksiya (O, l) intervalda ushbu

F (, ) = fx t (e, / ;  (б2 - a 2)..... f i  (em- a m)
hosilaga ega bo’ladi.

Demak, F (/) funksiya [O, l] segmentda uzluksiz, (O. l)  intervalda esa F'{t) 
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, 6 -bob, 6 -§) ko’ra (O, l)  interval
da shunday Z0 nuqta topiladiki,

Ғ ( ! ) - Ғ ( о ) = Ғ ' ( ' о )  ( 0 < t 0 < l )  (13.26)
bo’ladi. Ravshanki,

F {0)= /(a), F (\)= /(e ) ,

/Г'(/о )= Л ' («I + /o(6l " 2 +/o(e2 - " 2)....... " ,  +'o(«, - " * ) )  («. - " l )  +

+  fx2 ( " .  +  ‘о(в\ -  " l ). "2 +  Ф 2  -  " 2 )   " ,  +  ‘о(в* -  " ,  ) M * 2  -  " 2 )+  (J3 27)
+  +

+  / л '„ ( " |+ / о(в | - " | ) -  " 2 +Z0(e2 - a 2),..., tim +Z0(e ,  " " , ) ) ■  к , "  " J  
Agar

fl1 +Zo(6 | - a , ) = C |

"2 + /о (в2 -"2) = с2

" ,  +  fo(e, - " , )  = c ,
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deb belgilasak, unda c  = (c ,,c 2  cm) e A  bo’lib. yuqoridagi (13.26) va (13.27)
tengliklardan

/ ( e ) -  / ( a ) = / ; , № , - « , ) + / ;  (с x « 2 -  ) + . . .+ л ;  (cXem -  )

kelib chiqadi. ►
Bu o ’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.
2-natija. f ( x )  funksiya bog'lamli M (z Rm to’plamda berilgan bo’lib. 

uning har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M  to’plamning har bir 
nuqtasida f ( x )  funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo'lsa, funksiya 
Л/ to’plamda o ’zgarmas bo’ladi.

-4 M  to’plamda a = (ax,a1 am) hamda ixtiyoriy x = ( x l,x2 xm) nuqta
lami olaylik. Bu nuqtalami birlashtiruvchi kesma shu M  to’plamga tegishli 
bo’lsin. U holda shu kesma nuqtalarida 8 -teoremaga ko’ra

f ( o )  = / ( * ) + (cX«. - X |) +  (CX« 2  ~ x 2)+...+  f 'Xm ( c \a m -  xm)
bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan

/ ( * ) = / ( * )
bo’lishi kelib chiqadi.

a  va x  nuqtalami birlashtiruvchi kesma M  to’plamga tegishli bo’lmasa, 
unda M  to’plamning bog’lamli ekanligidan о va x nuqtalami birlashtiruvchi va 
to’plamga tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga 
yuqoridagi 8 -teoremani qo’llay borib,

f ( * ) = f ( a )
bo’lishini topamiz. ►

8-§. K o’p  o ’zgaruvchili funksiyaning Teylor form ulasi 
Ma’lumki, F(l)  ftinksiya / = / 0 nuqtaning atrofida berilgan bo’lib, unda

F'(f), F 'it)  F " * 1 (/) hosilalarga ega bo’lsa, u holda

F(i)= F(t,)+r(t0Xt  ̂ 1  Г'(/0Х<-',?+■■+

nf (/7  + 1)/

(с = /0 + 0(r - 10), 0<0< \).
bo’ladi (Teylor formulasi).

f ( x ) =  f ( x l ,x2,...,xm) funksiya ochiq А/ (м  с  Fm) to’plamda berilgan. Bu

to’plamda ) nuqtani olib, uning ^ ((х ° ,х ° .....х“) ) с Л / atrofini

qaraylik. Ravshanki, v(x;,X2 .....x j e ^ ^ .x ® . . . .^ ^ ) )  nuqta bilan (xj’.x® x°m)
nuqtani birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmasi

A = {(xx,x2 x j e f i "  : x, =  x° + r ( x ; - x “)  x2 = x 2°+ r(x ' - x 2° )

- . x m = x ® + / ( x ; - x ; , }  0 < / < u  

shu  x2j )  atrofgategishli bo’ladi.



f { x v x 2 x,„) funksiya )) da n + \ marta differensiallanuv
chi bo’lsin deb uni A to ’plamga qaraylik. Unda

/(*!  ^ ) =  /(*? + -  X °  \  X 2  + 1 (Х 2 -  Л2 )•• X l  + ‘ {Х 'т -  Х 1 ))
bo’lib, / ( x , , x 2  xm) funksiya t o ’zgaruvchining [O, l] da berilgan funk

siyasiga aylanib qoladi:

Ғ(<)=A*!’ 4 + - x2°)... jci+<(x; -4 ))  (0 S (51) (13.29)
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

г ( () = § ( х ; - ^ + 0 ( х ; - ^ + ..+ 0 к - х : Г  +
dx, dx2 dxm

+ 2  (х[ -  X|° Yx; -  x 2° )+  + 2 — — (x;  I -  x l  .Yx' -  x° )=
ax,dx2 V 1 ,A  2 2 7  dxmAdxm V ” 1Л " m’

~ - ( x \ -  л,° ) + ^ - k  -  4 ) +  - -  4 ) 1  /
l^x. ЙХ2 ЙХт )

Umuman к -tartibli hosila ushbu

' f  (13.30)

(к =  1, 2 ,...,л  + 1)
ko’rinishida bo’ladi. (Uning to’g ’riligi matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlanadi).

Yuqoridagi F ' ( t \ F n+](t) hosilalaming ifodalariga kirgan 
/ ( x , , x 2 ,...,xm) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(x" + /(x; -  x,0)  x 2° + /(x2 -  x2°)....x„0, + t(x'm - x° ))
nuqta hisoblangan.

(13.28) formulada I = 0 va / = 1 deb olinsa, ushbu

f ( i ) = f ( o ) + ^  f" (o )+ J ,  f" ( o ) + . . . + 1 / * > ( 0 ) + -(™  F ^ ' \ e )  

( o < 0 < \ )

hosil bo’ladi.
(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilami topamiz:

Ғ ( 0 ) = / ( х 10 .х 2°  x l ]

ғ ( 1)= /(х ] ' ,х ' , . . . ,х ; )
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ғ(к){о) = f  (дг,' -  х ° ) + ( х ;  -  х ”) + ( х ;  -  х °т ) /
д_

x ^ i V ' ^ г ' 1 £' Я**.
(* = 1 . 2  n + 1)

Keyingi tenglikdagi f ( x l ,x2 xm) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

{x°,x2 jc°) nuqtada hisoblangan.
Demak, (13.28) fonnulaga ko’ra

A x i ’ x 2  x m ) =  / ( xi° ’ x 2 .... x °n,)+  )+ia x ,

dx.

+1  A (x; _ x,»)+ A ( x; _ x;)+... + J - t ;  .  ;• )
2/1 d r , V 1 dx2 V2 2/  & WV ”

/  +

vdX| dx. /  +

3 3 Y1* 1

z r k "  х 1°) + -  x 2°) + - + - • r» ) |  /I dx,

bo’ladi, bunda f ( x ],x 2,...,xm) funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo

/z-tartibli xususiy hosilalari (xf.x® x ” ) nuqtada, shu funksiyaning barcha
(n + 1)-  tartibli xususiy hosilalari esa

(x“ + e(x[ - x ? )  x2° + 6/(x2 - x ? )  ... , x° + ^ (x ; - x ° ) ) {o<e< 1)
nuqtada hisoblangan.

Bu formula ko’p o ’zgaruvchili / ( x , , x 2  xm) funksiyaning Teylor formu
lasi deb ataladi.

Xususan, ikki o ’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha 
bo’ladi:

/ ( X|,X;) = / ( x »,x; ) + f f a ^ ) ( X |- Xi- ) + Z f c i ^ ( X2 - x j )+
dx, dx.

1
+ — 

2 !
- * : У + -  x .% , -  x ; )+

+c - А А х' - х : П х ‘ - -  х‘У
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9-§. Ko'p o'zgaruvchilifunksiyaning ekstremum qiymatlari. 
Ekstremumning zaruriy sharti 

l". Funksiyaning maksimum va m inim um  qiymatlari. K o’p o ’zgaruvchili 
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o ’zgaruvchili funksiyaniki 
singari kiritiladi.

f{ x )=  / ( х ^ х 2 xm) funksiya ochiq M  с  Rn' to’plamda berilgan bo’lib,

x° = (x,0,*® x° ) e  M  bo’lsin.

7-ta'rif. Agar x° nuqtaning shunday L/rf(x°)= .....xm) e /Г

p(x.x")= yfixi -  x ;1) 2 +... + (x . -  x" У < «$ j . c  M atrofi mavjud bo’lsaki, V xetyrf(x") 

uchun

bo’lsa, / ( x )  funksiya x° nuqtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, / ( x ° )  
qiymat esa / ( x )  funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi 

* (minimumi) deyiladi.
8-ta'rif. Agar x" nuqtaning shunday C/ Д х 0 )  atrofi mavjud bo’lsaki, 

, V x e f /rf(x°)\{x0} uchun / ( x ) <  / ( x ° )  ( / ( x ) >  / ( x 0)) bo’lsa, / ( x )  funksiya x°

nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy minimumga) ega deyiladi. / ( x ° )  qiymat esa
/ ( x )  funksiyaning qat’iy maksimum (qat’iy minimum) qiymati yoki qat’iy 
maksimumi (qat’iy minimumi) deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflardagi x° nuqta / ( x )  funksiyaga maksimum (minimum) 
( 8 -ta'rifda), qat’iy maksimum (qat’iy minimum) (9-ta’rifda) qiymat beradigan 
nuqta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremu- 
mi deb ataladi.

13.8-misol. Ushbu

/ ( x , , x 2)=  Д - х ,2 -X j  (x ,2 + x 22 < l)
funksiyaning (O.O) nuqtada qat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin.

«  Haqiqatdan ham, (O.O) nuqtaning ushbu

^Д(РгО))= {(x1,x2)e Л2- ,x\ ,+ ̂ 2  < 2 } ■ (O < г < l) 
atrofi olinsa, unda V (x,,x 2) e  (Уг((0 ,0))I {(0,0)} uchun

/ ( х 1,х 2 )  =  лД - х 12 - х 22 < / ( 0 .  0 ) =  1

b o ’ladi. ►
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8  va 9- ta’riflardan ko’rinadiki, f ( x )  funksiyaning x° nuqtadagi qiymati 

/ ( x ° )  ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi qiymatlari bilangina solishtirilar 
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokal 
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2°. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti. f { x x,x 2 ,rm) funksiya

ochiq M czR "  to’plamda berilgan. Aytaylik, / ( x , ,x 2  xm) funksiya

x° = ( x l0 ,X 2 , . . . , x ° )  nuqtada maksimumga (minimumga) ega bo’lsin. Ta’rifga ko’ra 

x° = (x10 ,x 2 ,...,x °) nuqtaning shunday Us (x0)<zM  atrofi mavjudki, V x e ( /* (x 0) 
uchun

f ( X\’X2 xm) ^ f ( x l x 2 Xm)

(f(xv xi ....
xususan

/ ( x , , x 2° f ( x ° , x2°  x ” )

( f ( X\>X2   X°m))
bo’ladi. Natijada bir o ’zgaruvchiga x, ga bog’liq bo’lgan / ( x , , x 2 ,...,x2 ) funksi

yaning (/Дх0) da eng katta (eng kichik) qiymati / ( x ^ x 0,. . .^ 0 ) ga erishishini 

ko’ramiz. Agarda x° nuqtada f'Xi (x0) xususiy hosila mavjud bo'lsa. unda Ferma 

teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6 -bob, 6 -§)ga ko’ra

/ , ' , ( * " . • * 2  * т ) = д ( * 0 ) = 0

bo’ladi.

Xuddi shuningdek, f'Xi (x0) . . . , / ^  (x°) xususiy hosilalar mavjud bo’lsa,

д  W = o . / ; , ( / ) = о  / ; . ( / ) =  о
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.

9-teorema. Agar / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishsa va shu 
nuqtada barcha Д  , / , ' 2  xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda

/ ; ,Й = о .  / ; , И = о  / ; > " ) =  о
bo’ladi.

Biroq / ( x )  funksiyaning biror x 'e  Rm nuqtada barcha xususiy hosilalarga 
ega va

/ ; Л ' И .  / ; , ( v ) = o  /; . ( x ’)= o
bo’lishidan uning shu x nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim ham kelib 
chiqavermaydi.

Masalan, R2 to’plamda berilgan
/ ( X | , X 2 ) = X |X 2
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funksiyani qaraylik. Bu funksiya (* |.x2) = / , ' 2 (x ,.x2) = xususiy 

hosilalarga ega bo’lib, ular (O.O) nuqtada ekstremumga ega emas (bu 
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaralsin 12-bob, 3-§).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga 
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f ( x )  funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar uning 
statsionar nuqtalari deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining yetarli sharti
Biz yuqorida / ( x )  funksiyaning x° nuqtada ekstremumga erishishining 

zaruriy shartini ko rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli 
shartini o ’rganamiz.

/ ( x )  funksiya x° e  Rm nuqtaning biror

(у«ғ(х° ) = { х €  ^  ^(x ;c0) <<$} (<*> 0 ) 
atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu

Л = / ( * ) - / И  (13.31)
ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma (-/Дх0) da o ’z  ishorasini saqlasa, ya’ni 

har doim Л > 0  (Д < 0 )  bo’lsa, / ( x )  funksiya x° nuqtada minimumga (maksi- 

mumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday Us (x°) atrofda ham o ’z ishora

sini saqlamasa, u holda / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga ega bo’lmaydi. 

Demak, masala (13.31) ayirma o ’z ishorasini saqlaydigan и Д х ° )  atrof mavjudmi 
yoki y o ’qmi, shuni aniqlashdan iborat. Bu masalani biz. xususiy holda ya’ni / ( x )  
funksiya ma’lum shartlarni bajargan holda echamiz.

/ ( x )  funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1 ) / ( x )  funksiya biror Us {x°) da uzluksiz, barcha o ’zgaruvchilari bo’yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2 ) x° nuqta / ( x )  funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni

д И = о . / ; , ( * “)=<> / ; . И = о .
Ushbu bobning 8 -§ ida keltirilgan Teylor formulasidan foydalanib, x° nuq

taning statsionar nuqta ekanligini e ’tiborga olib, quyidagini topamiz:

/ ( * )  =  / И +  \  [/,} + +

+ 2 (Л%2 АХ1Л х 2 +  / , ' , , ^ 1 ^ 3  + -  + / / . „ , , „ ^ - 1^ . ) ]  =

= / ( x ° ) + i  a ,*.

Bu munosabatda / ( x )  funksiyaning barcha xususiy hosilalari 
/*%, fr* = 1,2 ,....w ) lar ushbu

(x® + #Ax,,x° + вАх2 х® +0Л х„) (О < ^ < l)
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nuqtadan hisoblangan va

Demak,
A * i A x 2 = x2 - x2..........b x „ = x m- x m.

I

Berilgan / ( x )  funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi 
qiymatlarini quyidagicha belgilaylik:

« а = Л % , И  ( a - 1 . 2  m)

Unda f ”Xii (x) ning x° nuqtada uzluksizligidan

/,%, = (*i° + M x vx°2 + ftdx2  x° + 0Дхт ) = alk + a,A

(i.jfc = 1, 2, 3 w ) bo’lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda Дх, ->  0, Лх2 ->  0,
,...,Лхя, -> 0  da barcha a lk - > 0  va 6 -§ da keltirilgan 6 -teoremaga asosan

a,k=ah (U  = 1 . 2 . 3  m)
bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu

1
Д =

/.*=! /> = 1

ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:

A = —
Д, Дх, Ax* Л  Ax, Ax.
Z a,*— •— + — L

p  p  /.*=1 p  pi , l r = \

Agar

deb belgilasak. unda

bo’ladi.
Ushbu

5 = ^  (1  =  1. 2 ,.......m)
P

A = ^ -
i.*=i /.*=i

r/J.32;

/’f e , . *  # „ )=  E « » 6 &
/,* -1

ifoda £ , , £ 2 .o ’zgamvchilarning kvadratik formasi deb ataladi,
e,* (/,A = 1, 2. 3 m) lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi.
Ravshanki, har qanday kvadratik forma o ’z koeffitsientlari orqali to’la aniqlanadi. 
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o ’rganiladi. Quyida biz kvadratik 
formaga doir ba’zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o ’tamiz. 

Ravshanki, ,̂ = ^ 2 = ... =  = 0 bo’lsa, har qanday kvadratik forma uchun
/>(0 , 0  o )=  0

bo’ladi.
Endi boshqa nuqtalami qaraylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin:
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/". Barcha £ ,2 + ^ 22 + ... + ^ 2 > 0  nuqtalar uchun

 ^ ) > o .
Bu holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi.

2°. Barcha £ ,2 + ь 22 + -- + ^« > 0 nuqtalar uchun

Р(е,.4г L ) < 0 -
Bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi.
3°. Ba’zan ..... £ „ ) nuqtalar uchun 0 ba’zi nuqtalar

uchun

/■(#,.& 4 j < 0
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4°. Barcha ^ 2 + ^ 22 + ... + £ 2 > 0 nuqtalar uchun

/■ f e .4  4 ) a o
va ular orasida shunday ( £ , , £ 2 .....4 >) nuqtalar ham borki,

f f e . f e  l J = o .
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan deyiladi.
5". Barcha £ 2 + ^ 2 + ... + ^„2 > 0 nuqtalar uchun

 & ,)5  0
va ular orasida shunday ( ^ , , ^ 2 .....£„ ) nuqtalar ham borki,

 & ) = 0 .
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniqlangan deyiladi.
Keltirilgan hollami alohida-alohida tahlil qilamiz:
/" Ushbu

e f e . < 2  # „ )=  £ a » 6 -# ,
«.*=1

kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lsin. Avvalo yuqoridagi

p  = д/лх2 +A x2 + ... + Ax2

va

6 = ^  0  =  1. 2  m)
P

tengliklardan

t f + # + . . . + £ = i

ekanligini topamiz. Ma’lumki, Rm fazoda

S ,(0 )= S ,((0 .0  0 ))=  f c  ,{2 4 . ) e  й" :#,2 + Й + ... +  £  = ij
markazi 0 = (0 ,0  O) nuqtada radiusi 1 ga teng sferani ifodalaydi. Sfcra yopiq va
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada

 -9 m) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan
quyidan chegaralangan bo’ladi:

 & ) i C  (C -cons<)



Agar Q( ^ ,^ 2  £m) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini
e’tiborga olsak, unda С > 0 bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu 
Q ( ^ .^ 2  Gm) funksiya S ,(0) sferada o ’zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya’ni biror .....^ ) б 5 , ( о )  uchun

e f e ° . < 2  d = ”» * 0 (£ „ 5 2  i . )
bo’ladi. Yana  4m) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini
e'tiborga olsak,

e ( ? M  d > o
ekan ini topamiz. Demak. 5, (O) sferada

f i f e .&  Е о , л # . й с > о
/.*=1

bo’ladi.
Endi

/.*=i
ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz:

m m (  m m f  m 2' 2 /  Л
= Z  Z«*£* < Y  Z « /* 4 ■ E 6 2

/,*=i /=i V=i <=i V=i у V = l /

rn f  rn N2

I
/=1 V*=i

I
>=l \krn\ /=! У

Ma’lumki, Ax, ->  0, Дх2 ->  0  Axm ->  0 da barcha a,

z « ;  •
v > = i  у
- г  0 . Bundan

foydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik qilib olish hisobiga

z«,*
/Л -1

2

2 e < — 
2

tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan 

2U. Quyidagi

e fe ,&  & )=
#>=i

kvadratik forma manfiy aniqlangan bo'lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha

kichik atrofida A = —  
2 + Z «/* 6 &

#Л=1 />=1

shash ko’rsatiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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I0-teorema. f { x )  funksiya x° nuqtaning biror Us (x°) atrofida (d' > O) 
berilgan bo'lsin va u ushbu shartlarni bajarsin:

1) f ( x )  funksiya (Уд(х0) da barcha o'zgaruvchilar xv x2,...,xm bo’yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2 ) x° nuqta f ( x )  funksiyaning statsionar nuqtasi;
3) koeffitsientlari

a,* = /,%* (x °) 0 '.* =  1 2  m)
bo’lgan

e t e , . # 2  # „ )=
•>=i

kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan. U holda / ( x )  funksiya x° nuqtada 
maksimumga (minimumga) erishadi.

Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.
3n. Agar

e f e , . *  c ) =
i>=i

kvadratik forma noaniq bo’lsa, / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga
erishmaydi. Shuni isbotla>lik ^ , . ^ 2  laming shunday ...../?„) va

^ i , /7 2  Am) qiymatlari topiladiki,

0(A,.A2  Am)>  0 , Q fa .h i  hm)< 0 (13.33)
bo’ladi.

x° .....x ° ) , (x,0 + A,,x?+A 2  x l + h m)
nuqtalami birlashtiruvchi

x, = x° + /A,,

x , = x 2 + th7
2 2 ^ . r/J.34;

..................  ( 0 < / < l )

kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu

2 v.*=i <.*=i
ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi (13.33) 
ga ko’ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa. / —> 0 da nolga intiladi 
(chunki / - > 0  da Ax, =x, -x °  —Ю, Ax, =x2 -x 2 -X),..., Axm =xn,- x °  —>0). Demak,

(13.34) kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun A 
ayirma musbat, ya'ni

/ ( x ) > / ( x ° )
b o ’ladi.
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Xuddi shunga o ’xshash.
x, =  x, +/A i, 

x , = x° + 1 hi

x„ = xn0, + lh m

kesmaning x° nuqtaga yctarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun Д ayirma 
manfiy, ya’ni

/ ( x ) < / ( x ° )
bo’lishi ko'rsatiladi.

Demak. Д = / ( x ) -  / ( x ° ) ayirma x° nuqtaning bar qanday yctarlicha kichik 

atrofida o ’z  ishorasini saqlamaydi. Bu esa / ( x )  funksiyaning x° nuqtada 
ekstremumga erishmasligini bildiradi.

4° -  511. Agar

....
/>=1

kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan bo’Isa yoki yarimmanfiy aniqlangan 

bo’Isa, / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham 
mumkin. Bu «shubhali» hoi qo’shimcha tekshirib aniqlanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya’ni  £m) kvadratik
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka aloqador sharti teoremaning 
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy 
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib 
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz.

Silvestr alomati. Ushbu

H l . b  S . h  Ь л  -4.
i.*=l

kvadratik formaning musbat aniqlangan bo’lishi uchun

e,, > 0 .
e,. e.

> 0 .....

вП в12 ••• в1«
в 21  в 2 2  -  в 2 т > 0

tengsizliklaming, manfiy aniqlangan bo’lishi uchun

e n < 0.
в 2\ e l)2|

>0 ( - 1)"

6 \ \  6I2 "• в \т

621 в 22 —  в 2т

eml em2 ••• в тт

> 0

tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.
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Xususiy holni. funksiya ikki o'zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni qaraylik. 

/ ( л , л 2) funksiya x° = nuqtaning biroratrofi

uXx°)= {* = (х\’хг)е r2: p ( * - t 0 ) <  <*) («5 >  o )
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lib, x° esa qaralayotgan 
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin:

/ ; , И = о ,  / ; ; ( / ) = о.
Odatdagidek

° » = л : „ И .  « г2 = / ; ; И -
1 )• Agar

Q\i Qyi 2
= o ,,a 22 - a ,2  > 0  va a,, > 0

аг\ a 22

bo"Isa, f ( x )  funksiya x° nuqtada minimumga erishadi,
2). Agar

al \a22 ~ a \2 > 0  va <2,, < 0  

bo’lsa, / ( x )  funksiya x° nuqtada maksimumga erishadi.
3). Agar

a i \ a 2 2 ~ a \ 2 < 0

bo’lsa, f ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar

аиа2 2 - а?2=0
bo’lsa, / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi 
ham mumkin. Bu «shuhbali» hoi qo’shimcha tekshirish yordamida aniqlanadi.

Haqiqatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat 
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo’ladi (qaralsin: Silvestr alomati).

3)- holda, ya’ni

a\\a22 ~ a\2 < 0 (13.35)
bo'lganda Q fa .^ 2)= au ^  + 2au ^ ^ 2 + a22^ 22 kvadratik forma noaniq bo’ladi. 
Shuni isbotlaylik.

a , i = 0  bo’lsin. Bu holda (13.35) dan o l2  ^ 0 bo’lishi kelib chiqadi. 
Natijada kvadratik forma ushbu

ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma

2 a, 2
qiymatda musbat:

\ - a 22 1 + a 22



qiym atda  esa m anfiy:

1 + a ,
2 -. - 1  = - l < 0

bo’ladi.
Endi a,, > 0  bo’lsin. Bu holda kvadratik formani quyidagicha

yozib olamiz:
r  '  Л

+ a\ lf l 22 ~  a\2 gl (13 36)

Keying! tcnglikdan £, = — —, = - 1 qiymatda
t i , ,

va V^, > + ° 12 |f l- , = 1 qiymatlarda esa
" i i  V a n

1)>0
bo’lishini topamiz.

Va nihoyat, a ,, < 0  bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib, 

kvadratik formaning , £ 2 = I qiymatda musbat

( A -  —  , \  > 0  va V^, > - ^ 1 1 + 1-У — yB—22., = 1 qiymatda esa manfiy
I  J  * u  V *u

efe. i)<o
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib, a , ^ - a ,22 < 0  bo’lganda kvadratik formaning
noaniq bo’lishi isbot etildi.

4)- holni, ya’ni anal2 - a f 2 = 0  bo’lgan holni qaraylik. Bu holda, au = 0  
bo’lsa, unda au  = 0  bo’lib, g (£ i-£2) kvadratik forma ushbu

ko’rinishni oladi.
Ravshanki, a 22 > 0 bo’lganda

e f e . * ) i o ,
a 22 < 0  bo’lganda

bo’lib, ning ixtiyoriy qiymatida
e f e . o ) = o

bo’ladi.
Agar a,, > 0 bo’lsa,
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е ( £ „ £ 2 ) = я „ ( $ + ^ ч }  s o ,

а,, < 0  bo’lganda

s o ,

bo’lib, £, va <̂ 2 laming

a \ \

tenglikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida Q (^ ,^ 2) kvadratik forma nolga 

teng bo’ladi. Demak, qaralayotgan holda (?(£,,£2) kvadratik forma yarimmusbat 

aniqlangan yoki yarimmanfiy aniqlangan bo’ladi.

13.9-misol. Ushbu

/( .v , ,л2 ) = х ,Ч х ]  -  3axix2 (a *  O) 
funksiya ekstremumga tekshiriladi.

4  Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari

/; ,  (x, ,x2)=  3x ,2 -  3ox2, / ;  (x, ,x 2) = 3x2 -  Зах,

/" ( x i .x 2 ) = 6 x l> / ; ^ ( х 1,х2)  =  -3 а , / ; ; (х „ х 2 ) = 6 х2

bo’ladi. Ushbu

13xf -  3ox2 =  0 

[Зх2 -  Зах, = 0

sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (0 , 0 ) va (a, a) 
ekanini topamiz.

(a, a ) nuqtada
a], = 6a, an  =  -За, a22 = 6 a

bo’lib,

a\\a22~ an  = 27a2 > 0
bo’ladi.

Demak, а > 0 bo'lganda ( аи > 0 bo’lib) funksiya (a, a ) nuqta minimumga 

erishadi, а  < 0  bo’lganda funksiya (a, a) nuqtada maksimumga erishadi. 
Ravshanki,

/ ( а , а ) = - а \
(0 , 0 ) nuqtada

a, ,a2: -  af2 = - 9 a 2 < 0 

bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada ekstremumga erishmaydi. ►
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/ 1-§. Oshkormas funksiyalar 
l". Oshkormas funksiya  tushunchasL  Ma'lumki, X с  R to'plamdagi har 

bir x  songa biror qoidaga ko'ra Y с  R to’plamdan bitta у  son mos qo’yilgan 
bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan deb atalar va u

f  :x ->  у  yoki у  = f ( x )
kabi belgilanar edi.

Ikki x va ^ argumentlarning / '(x ,y )  funksiyasi

А/ = {(x.y'je R2 : a < x  <e, c<  y < d }  
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu

l ' (x ,y )  = 0 (13.37)
tenglamani qaraylik. Biror x0 sonni (x0 e  (a,e)) olib, uni yuqoridagi tenglamadagi 
x ning o ’miga qo’yamiz. Natijada у  ni topish uchun quyidagi

F(xo,y )= 0
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqida ushbu hollar bo’lishi 
mumkin:

1). (13.37) tenglama yagona haqiqiy y 0 echimga ega,
2). (13.37) tenglama bitta ham haqiqiy echimga ega emas,
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ко 'р haqiqiy echimga ega. 
Masalan,

F { x , y ) = \ y ~ x2' x > 0  bo'Isa,
[ y 2 + x , agar x < 0  bo'Isa

u holda
F(x , y)  = 0

tenglama x0 > 0  bo’lganda, yagona у  = Xq echimga, x0 < 0  bo’lganda ikkita

У х 4 -Х о ’ У = - 4 ~ х 0
echimga ega bo’ladi.

Agar biror F (x ,y )= 0  tenglama uchun I)- hoi o ’rinli bo’lsa bunday 
tenglama e ’tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.

Endi x o ’zgaruvchining qiymatlaridan i bo rat shunday X  to’plamni qaray- 
likki, bu to’plamdan olingan har bir qiymatda F (x ,y ) = 0  tenglama yagona 
echimga ega bo’lsin.

X  to’plamdan ixtiyoriy x sonni olib, bu songa Р'(х,у) = 0 tenglamaning 
yagona echimi bo'lgan у  sonni mos qo’yamiz. Natijada X  to’plamdan olingan 
har bir x ga yuqoridagi ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta у mos qo’yilib. funksiya 
hosil bo’ladi. Bunda x va у  o ’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish F (x ,y) = 0 
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berilgan (aniqlangan) funksiya 
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x ->  у : F (x ,y )=  0.
kabi belgilanadi.

13.10-misoL Ushbu

Ғ (х ,у )= у л /х 2 - 1 - 2  = 0 ' (13.38)



tenglamaning funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

Қ х ,у )= )* 1 ? - \-2 = 0  
tenglama x ning R \{xeR :  -1  < x <  l} dan olingan har bir qiymatida yagona

2
У = - 7 T —

echimga ega, bundan

Х' 7 Т " | 3 °-\ x  - I
Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu

x - > y  = -r L -  : f f x  .-—I — | = 0

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. ► 

IS.IJ-misol. Ushbu

F (x ,y )  = x - y +  [- s in y  = 0 (13.39)

tenglamani funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Bu tenglamani

x = y - ^ s i n y  = <p(y)

ko’rinishda yozib olamiz. Ravshanki, <p(y) funksiya ( -  оо,-юо) da uzluksiz va

<P {y )~  1 -  ^  cos у  > 0 hosilaga ega.

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko’ra (l-qism , 5-bob, 7-§) 

у  = <p~\x) funksiya mavjuddir. Demak, ( -  oo.+oo) dan olingan x ning har bir qiy

matida (13.39) tenglama yagona у  = <p'x (x) echimga ega, bundan

ғ{х.(р ’(x ))=  0 .

Har bir x ga ^ '(x) ni mos qo’yib,

x - > ^ ' ( x ) ;  f (x , (p '(x))= 0  
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. ►

13.12-misol. Quyidagi
F(x,_y)= x 2 Л- у 2 -  /п у  = 0  (у  > 0 )

tenglamani funksiya aniqmasligi ko’rsatilsin.
•4 Bu tenglama x ning ( -  oo,+oo) oraliqdan olingan hech bir qiymatida

echimga ega emas. Chunki har doim y 2 - l n y > 0 .  Bu holda berilgan tenglama 
yordamida funksiya aniqlanmaydi. ►

2". Oshkormas funksiyaning mavjudligL Biz yuqorida
F (x ,y )= 0



tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanavermas- 
ligini ko'rdik.

Endi tenglama, ya’ni F (x .y )  funksiya qanday shartlami bajarganda oshkor
mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo’lishi masalasi bilan shug’ullanamiz.

ll-teorema. F (x ,y )  funksiya (x0,y0) e  R2 nuqtaning biror

У н.Л хоУо)) = R2 : x ° - h < x < x 0 + h, y 0 - k <  у  < y0 +k}
atrofida (h > 0, A: > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1 ) Uhk({x0,y0)) da uzluksiz;

2) x o ’zgaruvchining (x0 -  И, x0 + h) oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida у  o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’suvchi;
3) f ( w . ) = o .
U holda (xo.y-o) ning shunday

У б Л к о ’Уо)) = R2 : x0 - S  < x < x 0 + S; y 0 - e < y < y 0 + e}
atrofi (0 < S  <h, 0 < €  < k)  topiladiki,

I 1) Vx e  (x0 -  S ,x0 + 5 )  uchun
F {x ,y )= 0

tenglama yagona у  echimga (у e  (,y0 -  £ ,y0 +  гг)) ega, ya’ni F (x ,^ )=  0  tenglama 
yordamida

x ->  у : F (x ,y )= 0  
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi,

21)  x - x 0 bo’lganda unga mos kelgan у uchun у  = y 0 bo’ladi,
31)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x  у : /•'(x,>) = 0  

funksiya (x0 -<5,x0 + 5 )  oraliqda uzluksiz bo’ladi.
< Uhjl({x0,y 0)) atrofga tegishli bo’lgan (x0,y 0 -  гг), (x0 ,y/0 + f )  nuqtalami 

olaylik. Ravshanki, [y0 -  e, y 0 + e] oraliqda F(x0,y )  funksiya o ’suvchi bo’ladi. 
Demak,

У о - £ < У о = >  Н х о>Уо- * ) <  Ғ { * о - У о \

У о + £ > У о  => Ғ (х о-Уо + ^ )>  ғ (*0’Уо)-  
Teoremaning 3-shartiga ko’ra

F(x0,y o - e ) < 0 ,  F (x0,y 0 + e)>  0
bo’ladi.

Teoremaning 1-shartiga ko’ra F(x0,y )  funksiya Uhk((x0,y0)) da uzluksiz. 

Binobarin, F (x ,y0 - e )  va Ғ(х._у0 +гт) funksiyalar (x0 - h , x 0 + h) oraliqda 
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko’ra (qaralsin, l-qism , 5- 
bob, 7-§) x0 nuqtaning shunday atrofi (x0 - £ ,  Xo+J) topiladiki, (O < <5 < h), 
V xe(x0 -S , % + S) uchun Ғ (х ,у 0 - б ) < 0 ,  F (x ,yo + 6 )> 0  bo’ladi.

Ravshanki, (x0 ,y 0) nuqtaning ushbu



^ ( ( W o ) )  = 1х’У)е R2: x0- S < x < x 0 +6; y0 - £ < y < y 0 +e} 
atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilaveradi, chunki

^б Л (хО’Уо)) ^и нЛ(хО‘Уо))
V x*e (x0 - ^ ,x 0 + ^ )  nuqtani olib, F(x*,y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya, 

yuqorida aytilganiga ko'ra \y0 -  e, y Q + s] oraliqda uzluksiz va uning chetki 

nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga ega:
F ( x \ y 0 - e ) <  0, F(x\ >0 + f )  > 0 .

U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ko'ra (qaralsin, l-qism, 5- 
bob, 7-§) shunday у  * topiladiki (y* e  (y0 -  f ,  y0 + c))

F (x * ,y * ) = 0

bo’ladi. Bu topilgan y *  yagona bo’ladi. Haqiqatdan ham,
y * y * ^ >  F(x*,y) * F(x*,y *) (y e [y0 - e ,  y0 + f]) 

chunki, F(x*,y) o ’suvchi bo’lganligi sababli y >  y *  uchun F(x*,y)> F(x*,y*) 
va у  < у *  uchun F(x*,y)< F(x*,y*) bo’ladi.

Shunday qilib, x  ning (x0 - S, x0 + j )  oraliqdan olingan har bir qiymatida 

F (x ,y )=  0 tenglama yagona у  echimga ega ekanligi ko’rsatildi. Bu esa 
F(x,y)= 0 tenglama yordamida

x ->  у : F(x,y) = 0 (13.40)
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanganligini bildiradi.

x = x0 bo’lsin. Unda teoremaning 3-sharti F(x0 ,y 0) = 0  dan x0 ga y 0 ni 

mos quyilgandagina:
Уо •' F(x ,y)=0.

Demak, x = x0 da oshirmas funksiyaning qiymati y 0 ga teng bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaning (x0 -  S, x0  +  5 )  oraliqda uzluksiz bo’lishini 

ko’rsatamiz.
Ravshanki, x e (x0 - S, x0 + S )  ga mos qo’yiladigan y € ( y 0-£,  y0+f) 

bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning x  = x0 nuqtada uzluksiz ekanligini 

bildiradi.
Oshkormas funksiyaning V x*e (x0 - £ , x 0 + £ )  nuqtada uzluksiz bo’lishini 

ko’rsatish bu funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz bo’lishini ko’rsatish kabidir.

Haqiqatdan ham, F (x ,y )=  0 tenglama (x0 ,y 0) nuqtaning atrofi 

USc((x0,y0)) da oshkormas funksiyani aniqlaganligidan, shunday 

y*€ {y0 — £, y0+£) topiladiki, F(x*,y *) = 0 bo’ladi. Yuqoridagi mulohazani 
(x* у  *) nuqtaga nisbatan yuritib, F(x,y)= 0 tenglama (x * y  *) nuqtaning 
atrofida oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlashini (bu aniqlangan funksiya
(13.40) ning o ’zi bo'ladi), uni x *  nuqtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak, 
oshkormas funksiya (x0 -  S,x0 +S)  oraliqda uzluksiz bo’ladi. ►



3-eslatma. Yuqoridagi ll-teorem a F (x ,y )  funksiya x o ’zgaruvchining 
(x0 -  h ,x0 + h) oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida у  o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o ’rinli bo’ladi.

I2~teorema. F (x ,y )  funksiya (x0,y 0) e  R2 nuqtaning biror Uhk((x0, vQ)) 
atrofida (/? > 0,k > 0 ) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1 ) V hA (xo•>’(>)) va uzluksiz:
2 ) у  o ’zgaruvchining (y0 -  l<.y0 + k )  oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida x  o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’suvchi (kamayuvchi);
3) F(W o) = 0.
U holda (x0 ,y0) nuqtaning shunday

U sA (xo-yo))= М - Я е  R2 : x0 - S  < x < x 0 + S; у о - е к у к у ь  + е] 
atrofi (0 < S  < h, 0 < г: < k) topiladiki.

I 1) Vy e  (y0 -  E,y0 + f )  uchun
F (x ,y )= 0

tenglama yagona x(x e ( x 0 - S , x 0 +d')) echimga ega, ya’ni F (x ,y )= 0  tenglama 
yordamida у  x : / Г(х ,у )=  0  oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi;

21) у  =  y 0 bo’lganda unga mos kelgan x uchun x = x0 bo'ladi;
3 1)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya 

у  -> x : F (x ,y )=  О 
(уо -  £ ,у0 + s )  da uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir.
3". Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning hosila- 

sini topish bilan shug’ullanamiz.
I3-teorema. F (x ,y )  funksiya (x0 ,y 0) e  R2 nuqtaning biror

^ m ((xo->,o))=  R2 : x0 - h < x < x 0 + h; y 0 - k < y < y 0 + k]
atrofida (h > O.k > O) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1 ) Uhk((x0,y0)) da uzluksiz;
2) Uhk((x0,y0)) da uzluksiz F \(x ,y ) , F 'y(x ,y )  xususiy hosilalarga ega va 

Г у(х0.У о)*0;

3) F(xQ,y0) = 0.
U holda (x0 ,y 0) nuqtaning shunday

^ б Л (хо-Уо))= R2 : x0 - S < x < x 0 + 5; y 0 - c < y < y 0 + £] atrofi
(0 < S  <h, 0 < £  < k) topiladiki,

I 1) Vx e  (x0 - S , x 0 +^‘) uchun
F (x ,y ) = 0

tenglama yagona у  echimga y e ( y 0 - z \  y0 + c) ega, ya’ni F (x ,y )  =  0  tenglama 
yordamida

x ->  у : F (x ,y )=  О



oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi;
2') x = x0 bo'lganda unga mos keladigan у  uchun Д' = >-0 bo’ladi;
3 1)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x-+ у : F(x,y)=0  
funksiya (x0 - J , x 0 + ^ )  oraliqda uzluksiz bo'ladi;

41) Bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya (x0 - S , x 0 + J ) oraliqda uzluksiz 
hosilaga ega bo’ladi.

^ Shartga ko’ra F'y(x,y) funksiya UhJl((x0,y0)) da uzluksiz va

^  Aniqlik uchun F \ ( x 0,y0)> 0 deylik. U holda uzluksiz

funksiyaning xossasiga ko’ra (x0,y0) nuqtaning shunday

^д.Л(хо.>'о))= R2: x0- S < x < x 0 + S; y0 - £ < y < y 0 + e}
atrofi (0<S <h, 0 <  f  < k) topiladiki, V (x,.y)e Ug£((x0,y0)) uchun Fy(x,y)>0  
bo’ladi. Demak, funksiya x  o ’zgaruvchining (x0 -  J ,x 0 + <?) oraliqdan
olingan har bir tayin qiymatida у  o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’suvchi. 
Yuqorida isbot etilgan 11-teoremaga ko’ra

F(x,y)  = 0
tenglama (x0 -  6 .x0 +  <?) da

x у : F(x,y)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi, x = x0 bo’lganda unga mos kelgan 

У = Уо bo’ladi va oshkormas funksiya (x0 - 5 , x 0 + £ )  da uzluksiz bo'ladi.
Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x0 nuqtaga shunday Ax 

orttirma beraylikki, x0 + Ax e  (x0 - £ , x 0 +A') bo’lsin. Natijada
x f ' ( x , > ' ) =  0 

oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib,
Ғ (х0 + Дх,.у0 + Д д /)= 0

bo’ladi. Demak,
Ьғ (хо’Уо)= ғ (хо + Ах,д;0 + Д у ) -  F(x0,yo)= 0  (13.41)

Shartga ko’ra F\{x .y )  va F'y{x,y) xususiy hosilalar ( /^ ( ( x 0,^0)) da 

uzluksiz. Binobarin F(x,y)  funksiya {x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi:

д /г (-ео.>,о )=  ^х&о-Уо)^  + ғ 'у(хО’Уо)&У + aAx + /3Ay (13.42)
Bu munosabatdagi а  \г  (3 lar Ax va Ay larga bog’liq va Ax ->  0 ,  

Ay ->  0 da a  ->  0 , /? ->  0.
(13.41) va (13 .42) munosabatlardan

Ay _  Ғ х(х0,у0) + «

^  ғ 'у(хо>Уо)+Р
ekanligi kelib chiqadi.

Oshkormas funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini e ’tiborga olib, keying! 
tenglikda Ax -*  0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:
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Пт ^  =  Пт
Дх- > 0  Дх Дг- > 0

Demak,

ғ \ (х 0'Уо)+<х) _ _ Ғ'х(хо.Уо)
Ғ 'у(хо‘Уо) + Р ,

. = Г'Ахо.Уо)

Х=Г° Г уко-У о)  "

Ғ 'у(ХоУо)

и б.ЛхО’Уо)) da Ғў{х,у) xususiy hosilalar uzluksiz va

Ғў(х,у)*0 bo’lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

F 'y ix .y )
ning (x0 -  <5,x0 + S) oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. ►

13.13-misoi Ushbu

F (x ,y )  = x e ' + y e 1 -  2 = 0 (13.43)
tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

< Ravshanki, F (x ,y )=  xey +  y e x - 2  funksiya ^ x ,y ) e  R 2 : - k> < x  <+<*> 
-o o  < у  < +co} to’plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini qanoat- 

I anti rad i. Demak, V(x0,y 0) e  R2 nuqtaning Us^((x0, y 0)) atrofida (13.43) 

tenglama oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas 
funksiyaning hosilasi

. Ғ \ ( х -У) = ey + y e x
Г у(х ,у )  xey + e r

bo’ladi. ►
Oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham 

hisoblasa bo’ladi. у ning x  ga bog’liq ekanini e’tiborga olib, F (x ,y )=  0 dan 
topamiz:

Г гМ + Г Д х , у ) у  = 0 .

Bundan esa

Ғ 'у(Х У)
bo’lishi kelib chiqadi.

Yuqorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:

F \ ( x , y ) +  F'y ( x , y ) y ' =  ey + y e x + (xey + e x)y'=  0

e y + y e x
У =  z 7-

xe + e
4й. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. F?raz qilaylik,

Г(х.у)=0



tenglama (.t0,_y0) e /?: nuqtaning C/gtS((x0,y 0))  atrofida oshkormas ko’rinishdagi 

funksiyani aniqlasin. Ma’lumki, F (x ,y )  funksiya U а,Л(х О'Уо)) da uzluksiz 
F i(x ,y ) ,  F yX x .y)  xususiy hosilalarga ( ғ ў ( х , у ) * о )  ega bo’lsa, oshkormas 

ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bo'lib,

О344)
t  у { х .У )

bo’ladi.
Endi F {x ,y )  funksiya Us £({хо-Уо)) da uzluksiz ikkinchi tartibli 

Ғ"г{х,у). Ғ ў(х ,у ) , .  F ^ (x .y )  xususiy hosilalarga ega bo’lsin, у  ning x  ga

bog’liqligini e ’tiborga olib, (13.44) tenglikni x bo'yicha differensiallab quyida
gini topamiz:

, _ kFl(x>y)) (r'y( * - y j i>
(ғ ў(х,у)У

Agar

(К (Х’У)) * = (л .^ )+  ғ * (х ‘У ) у '-
(1345)

\F y(x .y ))x =  Ғ ^ ( х , у ) + Ғ ' г (х ,у )  у'  

ekanligini hisobga olsak, unda 
„ = УуА х 'У)+ F ^ . y W t M - y r ^ y ) *  г;у{ х .у )у'У ғ ; ( х , у )  =

r ^ . y ) .  ғ ; ( х . у ) -  r , ( x , y y  r t ( x , y ) + y - t l (x ,y )  ғ : ( х . у ) ~  ғ ; ( х . у )  Гг ( х . у ) у

= ш ?
F'(x  v)

bo’ladi. Bu ifodadagi /  ning o ’rniga qiymati — 7 7- x  ni qo’yib, oshkormas
Fy(x ,y )

ko’rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga 
kelamiz:

„ _ 2 ғ ; ( х . у )  F'y(x ,y )  F ^ ( x , y ) -  F ' / (x ,y )  Г } (х .у )  Ғ ? ( х , у )  F'yi (х ,у )

(ғ ) (х ,у )У

Xuddi shu y o ’l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi 
hosilalari topiladi.

4-eslatma. Ushbu
F (x .y )  =  0

tenglama bilan aniqlangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartibli 
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. F {x ,y )= Q  ni differensiallab,

F'(x .y)+F't (x ,y )y '  =  0  

bo’lishini topgan edik. Buni у ana bir marta differensiallaymiz:
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г + (ғ'у(Х'У)у')* =

= (гА х .у ))*  + y { r ; ( x .y ) h  + ^ ( х . у У  = 0 .
Yuqoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu 

/;r' (Х’У)+2Ғ;х(х ,у)+  F \  ( x ,y )y '2 +  F'y(x ,y ) y '  =  0 

tenglikka kelamiz. Undan esa
„ Ғ;г { х , у ) + 2 Ғ ^ ( х . у ) у ' + Ғ ' Л х , у ) у ' 2

У F '(x .y )

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y '  ning o ’rniga uning qiymati -  n j
ҒА Х-У)

qo’ysak, unda

.  _  2 ғ ;(л .Я - ғ ; ( х .у ) ғ ; { х ,у ) - ғ ; г(х ,у)-  г ,  ( х . у ) -  к 2(х .у ) г у1 (х .у )

bo’ladi.
13.13-misol. Ushbu

F {x .y )= x e y + y e x - 2  = 0 
tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
topilsin.

< Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan
e y + ye* + (.r<?> + e* )y' = 0 

bt)’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
ey ■ y ' + y'e* + ye* + eyy  + xeyy ' ■ у '  +  хеуу ’ + y'e* + y'e* = 0

ya’ni
y"(xey + ex)+ 2еуу '  + 2е*у' + xeyy '2 + ye* = 0 .

Bundan esa
„ _ 2е>У  + 2e*y' + xeyy ': + ye* 

y  _  хеУ+

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y ' ning o ’miga uning qiymati
, _ ey + ye*

* e* + xey
ni qo’yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. ►

5°. Ko'p o'zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o ’zgaruvchili oshkor
mas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o ’rganilgan bir o ’zgaruvchili 
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi.

F (x.y)=  F (xu x 2 xm,y )  funksiya (x = (x ,,x2 x „ ) e  Rm)

M = fc c ,y )e R myl :а х < x , < 6 ,. a2 < x 2 < e 2.......am < xm < вт. с < у  < d)
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu

Ғ (х .у )= Ғ (х 1,х г  xn .y )  = 0 (13.46)
tenglamani qaraylik.



x € /?"' nuqtaiardan iborat shunday X  to’plamni (л' с  /?"') qaraylikki, bu 
to’plamdan olingan har bir nuqtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega 
bo’lsin. Endi x nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi 
bo’lgan у  ni mos qo’yamiz. Natijada X  to’plamdan olingan har bir x nuqtaga, 
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta у  mos qo’yilib, funksiya hosil bo'ladi. 
Bunday aniqlangan funksiya ko'p o ’zgaruvchili (m  ta o ’zgaruvchili) oshkormas 
ko’rinishda berilgan funksiya deb ataladi va

(*l .*2 *ш ) - > >, ‘ Ғ(Х| ,X2,...,Xm,y )  =  0
yoki

x  —> _y : F{x,y)= Q
kabi belgilanadi.

13.14-misol. Ushbu
F (x |,x 2,>') =  x l2x2 - х 22з/ +  Х|У = 0 

tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

F ( x , , x 2 , > / ) =  x,2x 2 -  x \y  +  x , j ;  =  0  

tenglama /(2 \{(x,,x2)g /^ 2 : x, = x2 ) to’plamda olingan har bir ( x , , x 2 )  nuqtada 
yagona

x,2x2 
У ~  7

echimga ega, ya’ni
(  r 2 r .  >

= 0 .
r\ X| x 2F\ x-.x,.—^

' 2 - 2x2 - x iy

Demak, berilgan tenglama yordamida x ,,x 2 o ’zgaruvchilaming oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyasi aniqlanadi:

‘ (xt.X a)-» ^|Jr? . - f f x i . X z . - ^ ^ - V o ^  
x 2 - x ,  (  хг - х х)

Endi ko’p o ’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjudligi, 
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi haqida teoremalami keltiramiz.

14-teorema. Ғ{х,у)=Ғ{хх,х2....хя,у) funksiya (х'1,>'о)=(хГ,х2,...л ° .у0) e  Rmtl

nuqtaning biror v ((x0,y0))= { (x,0.*,0 x ^ y e)e  /?"*'; x° -  Л, < x, < x° + Л,,

х2° - Л 2 < х 2 < х “ + Л2  x°m -  hm < xm <x°„+ h„ y0- k < y < y 0 +k } atrofida
(A, > 0; / = 1. 2  m; k><S) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

О da uzluksiz;

2) x=(x,,x2,...xm) o ’zgaruvchining

{(x1,x2,...x)H) e  Rm : x,0 -  A, < x, < x,0 + A,, x 2 -  A2 < x2 < x 2 + A2,...,



to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida у  o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida 
o ’suvchi (kamay uvchi):

3) ғ (х ° ,у 0)= 0 .

U holda (x°,.y0) nuqtaning shunday

((x“-y„))= i(*i,^2 . .y)e <x, <x"

■xm < x m < x° +Jm, y 0 - e < y < y 0 + e} atrofi (0 < ^ < A„ z = 1,2 m.
0 < f  < A) topiladiki,

/')  V x e  {(x|lx2,...,xm) e  У?”' . x® -5 ,  < x, < x “ + 5 , x® < x w < x °
uchun

F (x .y )  = 0 (13.47)
tenglama yagona y (y  e  (y0 -~£,y0 + e))  echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 
x->>-: F (x ,y)=  0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2 )  x  = x° bo’lganda, unga mos kelgan у  = y 0 bo’ladi:
S') oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x -+ y :  Ғ (х .^ )= 0
funksiya

-*2 .••••*») e Rm : x ° - s t <-*i < ^ 1° + 6l , x ° - 6 2 < x 2 < x2° + S7....
,x°„ -  S„ < xm < x“ + }

to’plamda uzluksiz bo'ladi.
15-teorema. Ғ (х ,у ) funksiya (x°,y;0) e  /?m‘ l nuqtaning biror

иқнг ^ ( ( x 0,^ ))  atrofida berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

0  da uzluksiz;

2) £/у,1>2 а .Д ^ -З 'о ) )  da uzluksiz Fr' ( x , .x 2 x m.^ )  ( / = 1 .2 .3  m )
Ғў{х],х2 xm.y )  xususiy hosilalarga ega va F'y(xx,x2 хт ,>’)^  0

3) ғ(х°.>/0) = 0 .

u  holda ( x ° ,y 0) nuqtaning shunday ( / <$| 6i ^ t.((x0 .>'o)) atrofi

(0< SI < Қ, i = 1,2, ...m. 0 < г < A) topiladiki,
I 1)  Vx€ ((xi,x2,...,x- )€ Rm :x" -<5, < x, < x" +<5|,х‘| ~S2 <x1<x°] +6г,...,

,x” ~5m <xm < x® + } uchun
F (x ,y )= 0

tenglama yagona у ( у е ( у 0 -£ -У о + £)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 
х -^ у :  F(x,>z)=0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

21) x = x° bo’lganda, unga mos kelgan у  = y 0 bo’ladi:
3J)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya

j(x|,x2....xm)G Rm : x,0 -  5, < x , < x ” + St , x2° -  S1 < x2 < x ” + <52....

, x l  -  Sm < x„ < x" + £„ }
to’plamda uzluksiz bo'ladi.
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41)  bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega 
bo'ladi.

Bu teoremalarning isboti yuqorida keltirilgan 12- va 13- teoremalarning 
isboti kabidir. Ularni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

K o’p o ’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga 
o ’xshash hisoblanadi.

Faraz qilaylik,

F ( x \ '4  - w b o
tenglama berilgan bo’lib, F (xx,x2 xm,.y) funksiya 15- teoremaning barcha

shartlarini qanoatlantirsin. Bu tenglama aniqlangan oshkormas funksiyaning 
xususiy hosilalarini topamiz. у  ning x1,x2,...,xm larga bog’liq ekanini e ’tiborga 

olib, (13.47) dan quyidagilami topamiz.
Ғ'у(х},х г,...,хя , у ) у ,х> = 0 ,

F ; : ( x „ x 2 , . . . , x m,> > )+  Ғ'у{хх,х 2,...,хт,у ) - y'^  = 0 ,

Fi ( xv x i  x^ y ) +  Қ ( х мх2>~>х. ’У )-y'r.  = ° -
Keyingi tengliklardan esa

f ; ( x „ x 2 , . .

f ; , ( x „ x 2 > . ■ ^ у )

F y { x i , x 2 f

F i ( X V X 2 ’-~ ^ y )

ғ ; ( х „ х 2 , . .

bo’lishi kelib chiqadi.

F {x,y)  funksiya ^ ^ ((^ -У о ))  uzluksiz yuqori tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lganda /г(х ,> ')= 0  tenglama aniqlangan oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.

6n. Tenglumular sistemasi bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyalar. 
Endi tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadigan funksiyalar bilan tanishaylik. 

m + n ta x ,,x 2,...,xm va Ух,у2--.Уп argumentlarning ushbu n ta

Ғ,{*\<х 2<~<хт‘У\-Уг Уя)0  =  1-2 n)
funksiyalari Rm*n fazodagi biror

M  = { ( * . .* 2 .....хп,'У1>У2-  >Уп)е Лт+Я- < x, < e„ a2 < x2 < e2, ...,

•от < хт <вя ; cx < y l < dl, c2 < y 2 < d 2, ..., cn < y n < dn\ 
to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi

91



Fl = F l(xl,x2 xm. y l, y 2,... ,yn)  =  0,

F2 = F2(xl.x2,...,xm. y l , y 2..... y „ )= 0 .
(13.48)

F„ = Fn{xl,x2 xm, y v y 2  > „ )= 0
tenglama|ar sistemasini qaraylik. x = (xv x l t ...,xm) o ’zgaruvchining qiymatlaridan 
iborat shunday

Mx = {x =  {xl,x 1,.. .xm) z R n': ах< х х < в х, а1 < х г < в 2, ...an < x m< e m\cz RT 
to’plamni qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir x' =  (x\,x'2,...,x'm)  nuqtada 
(13.48) sistema, ya’ni

Fi(xlx2 х 'т’У\>Уг У„) = 0.
F2(x[,x'2,...,x,„ . y l, y 2 x , ) = 0 .

ҒЛ*\'*2  х'т'Ух'Уг > '„)=0
sistema yagona echimlar sistemasi y l ,y2 y n ga ega bo’lsin. Endi M x
to’plamdan ixtiyoriy (xx.x2 хж) nuqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgan y l, y 2 y„ ni mos qo’yamiz.
Natijada M x to’plamdan olingan har bir (jc,,x2,...,xm) ga yuqorida ko’rsatilgan
qoidaga ko’ra y x,y 2 yn lar mos qo’yilib, n ta funksiya hosil bo'ladi. Bunday
aniqlangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniqlangan 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.

Qanday shartlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi 
> i• ̂ 2 laming har birini x l ,x2....,xm o ’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida 
aniqlashi mumkinligi haqida masala muhim.

Soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki fi\ = F[(xl ,x2 y{,y-^ va

F2 =  F2{xxix2,yx,y2) funksiya (xx ,x2,y1 ,ў2) е R4 nuqtaning biror

UhM k2 ( ( ^ . 4 . / ^ 2°))=  ^ .Х г .У х .У г)*  ^  : x°x - h x < x x <xx + hx,

,X02 - h 2 <X2 <X°2 +h2, У х- к х < у х< у° + кх. У 2 -* 2 < > ,2 < > ,20 + *2}
atrofida (Қ > 0, h, > 0, kx > 0, k2 > O) berilgan bo’lsin. Ushbu 

Қ = Ғх(хх,х2.у х,у 2)= 0,
F2 ~  F2(xx,X2, y x, y 2)=  0  ( U  49)

tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, Fx(xx,x2,yx,y 2) va F2{xx,x2,yx,y 2) funksiyalar uchun

fj(x,0.x°2,y x,y 2) = 0 , F2(x,0,x ° ,y°x.y 2°) = 0 

bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar ((^.x®,^”.^ ) )  ^a

uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik.
дҒ, (x P jX jJ V ^ ) ^ q  

dyx
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bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko’ra y?) nuqtaning shunday (У, atrofi

(^i с  ( (x ^ .x ® ./ ,^ ) ))  topiladiki, bu atrofda

/ri(x..X2.y1̂ 2 ) = °
tenglama

(x ,. x2. >-2 ) ->  у , : F, (x ,. x2. , >-2) = 0 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani

У| = / i ( x „ x 2,y 2)
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi y x ning o ’rniga 
qo’yib quyidagini topamiz:

/ Г2 ( х , . х 2 , / ; ( х | , х 2 ) ,> '2 )  =  0 .

Endi

# 0 (1}50)
дУг

bo’lsin deylik. U holda yana 14-teoremaga ko’ra (x^.x^.yf.y’®) nuqtaning 

shunday ( /2 atrofi ((У2 с  Uh л k k ((x^.x”,^ ”,^®))) topiladiki, bu atrofda

/r2 (x ,.x2. / i ( x 1,x 2),^2) = 0
tenglama

(x, >X2)  —* У2 / Г2(Х,,Х2,/| (Х| ,Х2).>'2) =  0 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Bu funksiyani у г = / 2(x ,.x2) deb 
belgilaylik.

Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi (x,0.x2,>'10,iy2) nuqtaning biror 
atrofida y x va y 2 lami x ,,x 2 o ’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniqlaydi:

З'! = /l(x ,.X 2 ./2 (x ,.X 2)) 
y 2 = f 2{x\,x2).

Ravshanki, /i(x,0,x2)  / 2(х|°,д:2)=  Ум / 2 (xi°.x2)=  >>2. Yuqoridagi (13.50) 
shartni quyidagicha yozish mumkin

dy2 dy, dy2

Bunda barcha xususiy nosilalar (xj’.x” nuqtada hisoblangan. Agar
дҚ  

^  дуг
ду2 5 ^  

ду|
ekanini e ’tiborga olsak, unda

дҒ Л  dF2 дҒх дҒ2 дҒ.



b o ’ladi. M odom iki,

ekan, unda

ya m

d f 2 dF\ 

dy2 5yi
dF2

ду,

дҒ. л
ду2

дҒ^ dfj

5yi 
а/ч

5у2 

5У| 5у2

»t0

bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.51) ko’rinishda yozish mumkin 
ekan.

Natijada ushbu teoremaga kelamiz.
16-teorema. F\(xl,x2,y \,y2) va Ғ ^ . х ^ у ^ у ^  funksiyalar 

nuqtaning biror Uĥ ki atrofi (/?, >0, /г2>(), A, >0, A^>0) berilgan va ular quyidagi 

shartlami bajarsin:

0  ^ w . * 2 da uzluksiz;

2) ^нунгк{кг ((л°-х 2 da barcha xususiy hosilalarga ega va ular 
uzluksiz:

3) xususiy hosilalarning nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan 
ushbu determinant noldan farqli:

dFt дҚ
dy2
а ғ .

*■ оdF2 _  
ay, dy2

4 ) I t f '& y l y l ) da F z b l x l y l y l h 0 -
U holda nuqtaning shunday atrofi

(O < a, < Қ ,  0 < S2 < h 2, 0 < e i < klt 0 < £ 2 < k2) topiladiki, bu atrofda 
l ')  (13.48) tenglamalar sistemasi oshkonnas ko’rinishdagi 

У\ = М х\ Хг>Мх1>хг) \ Уг =  / z h  ^ )

funksiyalarni aniqlaydi;
2 1)  (x |,x2) =  (x,0,Хг) bo’lganda unga mos keladigan

У\ = У* =  / № ’£ ' / г ( х ^ х 0Л  У г=  У* = f M ' xl )
bo’ladi.

З') oshkormas ko’rinishda aniqlangan f  va f 2 funksiya

{(x|1x2) e  R1 : x,0 - 5 ,  <  x, <  x,0 + 5 ,, x2 - 6 2 < x 2 < x 2 + 5 2} 
to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.



(13.52)

13.15-misol. U shbu

I V i  +y ,y i= i  
=3

sistema oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.
4  Bu holda

Fi(xu x2) = x lx2 + y iy 2 - \ ,

F2(xilx7)  = x ly 2 + y ix 2 - 3  
bo'lib, bu funksiyalar (1, -I , 1, 2) nuqtaning atrofida 16-teoremaning barcha 
shartlarini bajaradi. Haqiqatcan ham, F\(x],x2,y i,y 2), F j ix ^ x ^ y y .y ^  funksiyalar 

uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1, -I, 1 ,2) nuqtada
дҒ, dF,
ay, dy2 
дҒ^ dF- 
Эу, dy2

2 1 

1 1
=  1 * 0

hamda
1, 2 ) = 0 ,  F2(\,- \, I, 2) = 0 

bo’ladi. Demak, (13.51) sistema y, va y 2 larni x ],x2 o'zgaruvchilaming 

funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy 
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita y, va y 2 larga 
nisbatan echib quyidagilami topamiz:

_ -  3 +  -^9 + 4x,x2 -  4 x,2x22 3 + д/9 + 4х,х2 -  4x,2x2 ь
У \  -  " ™ У 2  -  ^  ^

2̂ -2 2jc,
Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalaming aniqlanishini 

ta'minlaydigan (oshkormas funksiyalaming mavjudligini ifodalaydigan)
teoremani isbotsiz keltiramiz.

17-teorema. Fv F2,...,Fn funksiyalaning har biri (x0,y ° )=

( x l x 02,...,x0m,y ly °2 y n° ) nuqtaning biror

и ик(х 0 'У 0) - ^ н ^ 1. .к к 1к1...к11̂ х 1 'х 2’ - х 1 ’У \ ’У 2’---‘У п])= F "'*n :

:x °  - Қ < х 1 < х , ° + Л 1, х 20 - А 2 < х 2 < х 2° + Л 2 x°m -  hm < xm < х°я + hm,

• У \ ~ Ь \ < У \ <  У*! У 02 - ^ 2 < У 2 < У 02 + к 2 Уп -  К  < У п <  У°п +  К }
atrofida (/?, > 0 , / = 1 , 2 , kj > 0 , у =  1,2,...,л) berilgan va ular quyidagi 

shartlami bajarsin:

1) UM((x0,y 0)) da uzluksiz;

2) L/hk((x°,y0]) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalarning (x°,y0) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu 
determinant noldan farqli:



дУ| ' 5у2 ' ' сУ,

4) ( / , / ) =   , x l y l y 02..... у°п) nuqtada /• (х0, / ) = 0 ,  F2(x0,y ° )= 0 ,

...,/г„(х0,у ° )=  0 .  U holda (х0,у ° )  nuqtaning shunday С/Л.((х0,>’°)) = 

= .бяеъ..£, t 0. / )  atrofi (0 < 5 , <Zz,, 0 < 5 2 </»2 ,... Q<Sm <hm, 0 < f ,  <Л1,

0 <£■, < к2,...,0  < £п < кп) topiladiki, bu atrofda

I 1) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini 
aniqlaydi. Ulami

Л  = / | ( * 1 . * 2  Xm l  У г = 1 г ( * \ < * 2  Уп  =  f n ( X\ ’X 2 ' - ’X m )

deylik;

2 ‘)  ix v  x 2  * J = ( * i ° .  X 2 '  ^ ) d a

/ i k -  2̂°.........^ ) = Л ° .
У- ( о о о \  о

Л ^ !  ■ Х 2   Х т ) = У 2 ’

/•( О о о \  о
/Д х , . * 2 . Хт ) = У п -

bo’ladi;
З') oshkormas ko’rinishdagi aniqlangan f , / 2.... /„  funksiyalar

^ , , x 2..... xm) e R m : х° -  < x l < x °  +SV x02 - S 2 < x2 <x°2 + S2,...,

■x l - d m < xm < x l+ S m\ 
to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.

Mashqlar
13.15. Agar Ax, - > 0 ,  Ax2 0 , ..., Axm ->  0 da a, -4  0 ,  a 2 ->  0 ,  -»  0 

bo’lsa, a,Ax, + a 2Ax2 + ... +  a mAxm = o(p) bo'lish ko'rsatilsin, bunda

p  = -JAx,2 + Ax2 + ... + Ax^ .

13.16. Ushbu

f ( x , y )  = l ] s +У* 
funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu 

a  = V f023 + 1973 miqdor taqribiy hisoblansin.



13.18. U shbu u = J x y  + — funksiya  quyidag i и
ди du . .

x —  + y — \ = xy  tenglamani
. dx

qanoatlantirishi ko'rsatilgan.
13.19. Ma’lum perimetrga ega bo'lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi 

teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.
13.20. Ushbu y e x -  x l n y -  I = 0 tenglama (O, l) nuqtaning atrofida uzluksiz 

oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin, uning hosilasi topilsin.

4

6
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14-BOB

Funksional ketma-kctliklar va qatorlar

l-§, Funksional kelnia-kelliklar 
l". Funksional kelma-kellik tushunchasi. Aytaylik, har bir natural n (n e  N ) 

songa X c  R to’plamda aniqlangan bitta /„(x) funksiyani mos qo’yadigan qoida 
berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko’ra

(141)
to’plam hosil bo'ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma- 
ketligi) deyiladi va uni umumiy had /„(x) orqali {/„(x)} yoki /„(*) kabi belgilanadi.

Masalan, 1) har bir n (n e  /V) songa —z——-  funksiyani mos qo’yuvchi qoida
n + x

ushbu
1 J  1  __ I _

1 + x 2 ’ 4 + x 2 ’ 9 + x2 ’ ’ и2 + x 2 '
funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.

2) har bir n (ne N) songa sin—  funksiyani mos qo’yish bilan quyidagi
n

. Vx . Vx . Vx . Vx
sm — , sm — , sin—  sm  — , ...

1 2  3 n
funksional ketma-ketlikka ega bo’lamiz. ^

Faraz qilaylik, (/„(x)}:

/1 ( 4 /2  t o  /»(-*).-••
funksional ketma-ketlik X  с  R to’plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X  \
to’plamda aniqlangan) bo’lib, x0 e X  bo’lsin.

l-ta'rif. Agar {/„to)}:

/ i t o ) '  / 2 to)' / . t o ) -  —
sonlar ketma-ketliligi yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, {/„(x)} funksional ketma- 
ketlik x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa {/„(x)} ning 
yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi.

(/•„(41 funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat 
to’plam funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi deyiladi.

Masalan,

/-(*)=- г Ч  (« = 1.2.3...)n + X
funksional ketma-ketlik Vx0 g R da yaqinlashuvchi, binobarin, uning yaqinlashish 
sohasi R bo’ladi. Ushbu

/« to  = "2j: + l (я = 1.2.3,.)
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funksional ketma-ketlik faqal * = 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning 
yaqinlashish sohasi bitta nuqtadan iborat to’plam bo’ladi.

Aytaylik, M  to’plam (M с  R) {/„(*)} funksional ketma-ketlikning 

yaqinlashish sohasi bo’lsin. Unda V x e  M  uchun
/ . ( 4 / 2(*) / Л 4

ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi.
2-ta’rif. Ushbu

f : x  ->  lim f , (x) (x g  M )

funksiya {/,(->:)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak, 
l m f n( x )= f{ x )  (x e .W ).

I-misol. Ushbu
(л = 1,2,3,...)

funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda limit funksiyasi topilsin.
< Bu funksional ketma-ketlik uchun:

Vx e (1, +co) da

lim /„ (x )=  Пт x" = со,
и ->00

x = 1 bo’lganda
/ / m / „ ( l ) = l ,

Vx e  ( - 1, l) da

Z/w (x ) = /z/и x" = 0 ,

Vxe (-да, - I] da ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lmaydi.
Shunday qilib, berilgan funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi 

M =(-1, 1] bo’lib, limit funksiyasi

a8ar
1, agar x = 1 

bo’ladi. ►
2". Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashи vchiligi. Aytaylik,

{ / 4 4 } :  

/ ( 4  / 2( 4  •. / „ ( 4  •••
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M bo’lib, limit funksiyasi / ( x )  
bo’lsin. Unda har bir x0 e  M  nuqtada

nTj M = f ( x 0)

ya’ni
V f  > 0 . 3/i0 €  А , Уn > n0 : | / „ ( * о ) - / Ы < *  

bo’ladi. Bunda /70 natural son f  > 0 songa va olingan x0 nuqtaga bog’liq bo’ladi:

”0 = no{£'Xo)-
3-ta’rif. Agar V f  > 0 olinganda ham shunday n0 e N  topilsaki, У п > п 0 va 

Ух e  M  uchun
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|/„ (* )- /W I< *
tcngsizlik bajariisa, ya’ni

V f > 0, Зл0 e  yv, Vn> n0. Vxe M /(^Л < f
bo'lsa, {/„(^)} funksional ketma-ketlik M  to'plamda f ( x )  ga tekis yaqinlashadi 
(funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi) deyiladi. Uni

/„ ( -O ll/C * )  x e M

kabi belgilanadi.
Bu holda ta'rifdagi az0 natural son faqat £ > 0 ga bog’liq bo’ladi

n0 =n0(£).
4-ta'rif. Agar

V n eW . 3e0 > 0, 3x0 e  M 
bo’lsa, \ f n (x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda f ( x )  ga tekis 
yaqinlashmaydi (notekis yaqinlashadi) deyiladi.

14.2-misoL Ushbu
r /  \ sin ttx / . — - \

/n W  = --------  (/7 = 1,2 ,3 ,..)
/7

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi 
ko’rsatilsin.

4  Ravshanki,

H™ f X x ) = Hm — —  = 0 .
П —>00 А/ —> X/ Д7

Demak, limit funksiya / ( x ) = 0  bo’ladi.

Agar V f  > 0 son olinganda ham n,, = 

qismi) \/n>  n0 va У х е  M  =  ( -  co.+oo) uchun

deyilsa, ( [ a ] - a  sonining butun

n nn +  1
bo’lganligi sababli

дш /и  _> ^
/7 ~ ^

bo’ladi. ►

14.3-misoL Ushbu

/ . W =  7 - T - ?  (я  =  1 .2 ,3 ,...)
1 + /7  X

funksional ketma-ketlikni [O, l] oraliqda tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 

< Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasi

/ ( * ) =  lim f„(X)= lim ~~i 2 = 0
»->*• I 4-/7  X 
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bo’ladi. Bu esa ta'rifga ko’ra quyidagini bildiradi: V f  > 0 olinganda ham.

£t«0 = « 0(£ - ^) =

deyilsa, ([<?]-о  sonining butun qismi) \ /n > n 0 uchun

nx

(x * - o)

\ Ш - Л А  = \+ n 2x ‘
< -----------------  Г—  < £

I +  n2x 2 nx (n0 + l)x
bo’ladi. Ravshanki, x = 0 bo'lsa, \ /n e  N  uchun

/ я( о ) = / ( о ) = 0 .

Biroq, VrtGiV, £ • ,)= - , x = -  uchun

4 й ] - ф - г '
bo’ladi.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [o , l] da limit funksiyaga tekis 
yaqinlashmaydi. ►

1-teorema. (/„(x)} funksional ketma-ketlikning M  to’plamda / ( x )  ga tekis 
yaqinlashishi uchun

lim sup\fn( x ) - f { x ]  = 0

bo’lishi zarur va yetarli.
<Zarurligi. M  to'plamda {/„(x)} funksional ketma-ketlik / ( x )  limit 

funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko’ra V f  > 0 olinganda ham shunday 
n0 e  ,V topiladiki, n> n0 bo’lganda M to’plamning barcha x  nuqtalari uchun

\ f S x ) - f ( A <e
bo’ladi. Bundan esa V« > n0 uchun

M n = s u ^ f „ ( x ) - f { x \ < E
x s M

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
lim M„ =  lint sup \ /n( x ) - / ( x ]  = 0 .

я -» ®  x c M

Yetarliligi. M  to ’plamda {/„(x)j funksional ketma-ketlik / ( x )  limit 
funksiyaga ega bo’lib,

lim sup\fn{x )~  f ( x ]  = 0
"-^хьМ

bo'lsin. Demak, V f  > 0 olinganda ham shunday n0 € N  topiladiki, barcha n> n0 
uchun

sM fn (x ) - f ( x ] < £
x e A #

b o ’ladi. A g ar ushbu
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1 Л С 0 -  <  sup\fAx)- f(A
munosabatni etiborga olsak, u holda Vx e  M uchun

\fAA- f(A<e
bo’lishini topamiz. Bu esa M to’plamda {/„(*)} funksional ketma-ketlik / ( x )  

limit funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. ►
14.4-ntisol. Ushbu

{ / . ( » > } - k " - ’' }
funksional ketma-ketlikni - c < x < c  ( c > 0 )  intervalda tekis yaqinlashuvchiligi 
ko’rsatilsin.

< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

/ ( x )  = lim f n(x )= e = 0
П-+ГС n  -»UC

bo’ladi. Natijada

= sup | / „ ( * ) - / ( x ) =  sup  ^  ( ," )" - o ) =  sup e = e  (‘"")Z
-c< x< c  -c< x < c  -c< x < c

bo’lib, undan

lim =  lim e  ̂ = 0
П-+СС

bo’lishini topamiz.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik ( - c ,  c )  oraliqda / ( x ) =  0 limit 

funksiyaga tekis yaqinlashadi:
g - ( r - n ) 2 - >  Q  ( _  c  <  x  <  c ;  с  >  0 )  >

14.5-ntisol. Quyidagi

{Л (^)}= J x 4 - - - V x ( 0  <  X <  + o o )

funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

lim /„ (* )=  lim i  / 7 7 1 - ^ 1 =  lim 1------- = - U  (0 < x < 4 c o ) .
л-.* я-»» IV n ”-**> I I /— 2Vx

4 У л X +  -  +  V x

Demak, / ( x ) =  — t= .  Bu holda
2Vx

=  s u p | / „ ( x ) - / ( x j =  s u p л |  , / x  +  -  -  л / х  I  - = sup
I r -  2  V I  

X  +  -  +  V x

= sup
+ I - V I

0<*<e 2 V l| , lx  + — + V I  * 0<r<-

= sup

2 и л / 1 | x  +  -  +  л/ I  
n
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bo'lib, berilgan funksional ketma-ketlik uchun 1-teoremaning sharti bajarilmaydi. 
Demak. qaralayotgan funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi emas. ►

X  с  R  to’plamda

/ i ( 4 / 2 ( 4 - . / n ( 4 -
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

5-ta’rif. Agar V f  > 0 son olinganda ham shunday n0 e N  son mavjud 

blsaki, n>  n0, m > nQ bo’lganda Vx e  X  nuqtalar uchun b iryo’la

l / . ( 4 - / « ( 4 < f
tengsizlik bajarilsa, { / „ ( 4 )  funksional ketma-ketlik X  to'plamda fundamental 
ketma-ketlik deb ataladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). { /„ ( 4 }  funksional ketma-ketlik X  to ’plamda 

limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun u X  to ’plamda 
fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

<ZarurligL X  to’plamda { /„ (x)} ketma-ketlik limit funksiyaga ega bo'lib, 
unga tekis yaqinlashsin:

(te-r).

Tekis yaqinlishish ta’rifiga muvofiq \ / s  > 0  son olinganda ham, ^  ga ko’ra 

shunday n0 e  N  topiladiki, м > и0 bo’lganda Vx e  X nuqtalar uchun

shuningdek, m > n0 bo’lganda Vx e  X  uchun

|/m ( 4  - / ( 4  < I

bo'ladi. U holda n> n0, m> n0 va Vx e  X  uchun

\fn ( 4 -  fm ^ \L  ( 4 - / ( 4 + \f*  ( 4 -  f ( A  < £
bo’ladi.

Yetarliligi. { /„ (x)} ketma-ketlik X  to’plamda fundamental ketma-ketlik 
bo’lsin:

V c > 0 , 3n0 g N, n> n0, m > n Q, V x e X : | / n( x ) - /„ ( x ) |  < £  (14.2)
X  to’plamdan olingan har bir x0 da { / „ ( 4 )  funksional ketma-ketlik 

{/„ (x ,)} sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, { /n(x0)} ketma-ketlik 
fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (l-qism , 4-bob, 3-§) {/„(x0)} 
yaqinlashuvchi. Demak, X to’plamning har bir x0 nuqtasida { / ,(x 0)} ketma- 
ketlik yaqinlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik limit funksiyaga ega. 
Bu {/„(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi / ( x )  deylik:

hrn/„(x) = /(x ) (xe  X ).



Endi (14.2) tengsizlikda m -> <x> da (bunda n va x  lami tayinlab) limitga 
o'tib quyidagini topamiz:

\ /Л х ) - Л х ] - £ -
Bundan esa {/„(*)} funksional ketma-ketlikning / ( x )  limit funksiyaga tekis 

yaqinlashishi kelib chiqadi. ►
2-§. Funksional qatorlar 

1°. Funksional qator tushunchasL  Faraz qilaylik, X  a  R to’plamda {«„(*)}:

“i( 4 “2W . -
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

6-ta 'rif Quyidagi
w,(x)+M2(*) + ... +  M„(x) + . . .

ifoda funksional qator deyiladi. U Y j uA x ) kabi belgilanadi:
/1 =  1

i > , , ( * ) ^ i ( * ) + « 2 ( * ) +  •+ u »(* )+ -- ( /4 3 )
n=i

Bunda u ^ x ^ u ^ x ) ,.  . funksiyalar (14.3) funksional qatoming hadlari, z<„(x) 
esa umumiy had deyiladi.

Masai an,

^ х н- '= \ + х  + х 2 +... + х п- '+ ...,
n=\

 1  _ =  1_   | 1 f
„тЛ(х + /iXx + n + l )  (x +  iXx + 2 ) + (x + 2Xx + 3) 

lar funksional qatorlar bo’ladi.
(14.3) funksional qatoming hadlaridan tuzilgan ushbu 

5 1(x )= tt,(x )>
S 2{x ) = ul (x)+ u2(x),

■SH (x) = M, (x) + w2 (x) + ... +  (x) + . ..

y ig’indilar (14.3) funksional qatoming qismiy yig’indilari deyiladi.
Bu yig’indilar quyidagi

S ,(x ).S 2( l )  S„W .
funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.

7-ta'rif. Agar {S„(x)} funksional ketma-ketlik x0 e X  nuqtada

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, ^ u „ (x )  funksional qator x0 nuqtada
«=1

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.
Bu {S„(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (to'plami) 

tegishli funksional qatoming yaqinlashish sohasi (to’plami) deyiladi. {S„(*)} 
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):



h m S l'{x)=  S (x)

berilgan

X  w(( (д:) ̂  (л) + ы2 (-t) + • • ■ + м„ (дг)+...
я=1

funksional qator y ig ’indisi deyiladi.
14.6-misol. Ushbu

X ^ - ' = l  + x + x 2 +.. .  + x - ' + . . .
»=i

funksional qatoming yaqinlashish sohasi hamda y ig ’indisi topilsin.
Berilgan funksional qatoming qismiy y ig ’indisi

S , ( x ) = l  +  x + I 4 . . .  +  x - l = f e -  ‘« “ ' Jcst| b0'lsa'
[ n, agar x = 1 bo'lsa

bo’ladi. Unda
Vx € (-1 , l)  da

lim S,, (x) = lim  ;
„-+Х, /,-»» 1 - X  1 -  X

Vx e  [l, +oo) da
lim SH{x)=  со;

Vx g ( - qc, - 1] da {S„(x)} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, berilgan

funksional qatoming yaqinlashish sohasi M  - ( -  1, l) , y ig ’indisi 5 '(x )= —
1 - x

bo’ladi. ►
2°. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu

Z  “Л х ) щ  (x )+ ■■+ u. ( x )+  •
»1=1

funksional qator M  to’plamda yaqinlashuvchi bo’lib, uning y ig ’indisi S{x) 
bo’lsin:

lim SH{x)= lim [u,(x) + z/2(x) + ... + u„(x)] = S (x ) .
л - ^ о о  Л  - > 3 0

8-ta’rif. Agar Y ,UA X) funksional qatoming qismiy y ig ’indilaridan iborat
!• * I

{Sn(x)} funksional ketma-ketlik M  to ’plamda qator y ig ’indisi S(x) ga tekis 
yaqinlashsa, bu funksional qator M  to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi, 
aks holda, ya’ni {5„(x)} funksional ketma-ketlik M  to ’plamda xS'(x) ga tekis 
yaqinlashmasa, (14.4) funksional qator M  to’plamda 5 (x ) ga tekis 
yaqinlashmaydi deyiladi.

14.7-misol. Ushbu
X  J

У  7--------Г7 r  (0 <  X <  oo)
и=,(х  + пХх + л + 1)
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funksional qatomi tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
*  Bu qatoming qismiy y ig ’indisi 

c  /  x 1 I I f  1 1
•S ( X  )  — ~}---------r ;  r  4- ----------  r  4 - . . .  *4  Г7 x — I --------------------------

(x + lX* + 2) (x + iX * + 3) (x + n)(x + n + \) \x +  I x + 2 

1 I >

x + 2 x + 3 y
I 1

X  + n X  + n + \ )  X  + I X +  /7 + 1

-  -  (l + x ) deyilsa, ( [ a ] - a  sonining butun

1

bo'ladi.

Endi V e  > 0  son olinganda и0 = 

qism i) barcha n>  n0 uchun

|S „ (x )-S (x )  =  U ----------- x----------- 4  = — !— < — !— - < ^
X  +  l X +  M +  I X  +  1 Х  +  И +  1 X  +  /70 +  2

bo’ladi. Bundagi n() natural son f  >  0  ga hamda x (O <  x <  q o )  nuqtalarga bog’liq. 

Biroq «о deb

n'0 = max

ni olinsa, unda n> n'0 bo’lgan n la .—   0 . x. . . . . 0 -------- —u-----------------

Demak, berilgan funksional qator uchun ta’rifdagi n0 natural son barcha x 

(0 < x < oo) nuqtalari uchun um um iy bo’ladi, ya ’ni x  ga bog’liq bo’lmaydi. 
Demak, berilgan funksional qator tekis yaqinlashuvchi. ►

14.8-misoL Quyidagi

- - ( l  +  x ) —

л _£

funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu funksional qatoming qismiy y ig ’indisi

's- W = K * 7 o + ( ,  + iX2*+ i ) + +  K « - i)x + iIx « + i)= ( ‘ “  T T i ) +
1 1

Л  + 1 2x + 
bo’lib, uning yig’indisi

=  1 - -

nx+  1( r t - l ) x  +  l  n x  +  \ /

S(x)  -  lim S„(x) = lim ( 1 -------— ] =1 (О < x < со)
и —» *  n->roy n x + \ j

( x  * 0) deyilsa, ( [ f l ] -o

bo’ladi.

Endi V f  > 0 son olinganda n0 = 

sonining butun qismi) barcha n>  n0 uchun

i l - i
X \ £

1 -
1 _

ИХ +  1 r t X + l  (rt0 + l)x + l
< £
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bo'ladi. (Agar jc = 0 bo’lsa, ravshanki, Vn uchun S„(0)=  5 (0 )=  1 bo'lib,
s „ ( o ) - s ( o ) = o

bo’ladi.) Bundagi n0 natural son e > 0  va x (О< x < со) nuqtalarga bog'liq bo’lib, 
u barcha x  (0 < x < o o )  nuqtalari uchun umumiy bo’la olmaydi (bu holda

1 1 -,
X \ E

ning (0, + со) da x  bo’yicha maksimumi chekli son emas.)

Boshqacha qilib aytganda, istalgan n natural son olsak ham shunday s0 

(m asalan £0 = —) va x = — e  (0 ,  + со ) nuqta topildiki,

№М£Ь;гЬ-Ь
n

b o’ladi. Demak, berilgan funksional qator (0, +oo) da tekis yaqinlashuvchi
em as. ►

3-teorema. Aytaylik. M  <z R to ’plamda Y .u>Xx ) funksional qator berilgan

b o ’lib, uning y ig ’indisi 5 (x )  b o ’lsin. Bu funksional qatom ing M  da tekis 
yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, uning qism iy y ig ’indilari ketm a-ketligi {5„(x)} 

ning А/ da fundamental bo’lishi zarur va yetarli.
•4 Bu teorema funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashish haqidagi 2- 

teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo ’lib, uning isboti 2-teorem aning 
isboti kabidir. ►

Funksional qator

f>„(x)=tt,(x)+H2 (x)+... + U(,(x)+...
/1 =  1

ning tekis yaqinlashuvchi b o ’lishi haqidagi 8-ta’r if hamda funksional ketma- 
ketlikning tekis yaqinlashuvchi bo’lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi 1- 
teoremadan foydalanib quyidagi teorem aga kelam iz.

4-teoremu. £ u„(x) funksional qator M  to ’plamda S (x )  ga tekis yaqinla- 
/1 =  1

shishi uchun
lim sup^Sn( x )~ 5(x)| = 0

b o ’lishi zarur va yetarli, bunda S „ (x )=  u, (x ) + m2(x )  +  ... +  mh(x )

M asalan,

£ х " - '  = 1+ x + x 2 +.. .  + x'' + ... ( x e ( - l ,  l))
и=|

I — x ” I
funksional qatom ing qism iy y ig ’indisi 5 „ (x )= -— — , y ig ’indisi S (x) =

I - x  ' 1- x
bo'lib, ( -  I, + 1) da Sw(x) y ig ’indi S (x) ga tekis yaqinlashmaydi, chunki
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|s„(*)-s(*) =
bo'lib.

I -  x

sup |s „(* )-s M  = o

(x G ( -  I, +1))

bo’ladi.
5-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar ushbu

Z  К (x )  = « i  {x)+u2(x)+ - + “,Xx)+"
n=\

funksional qatoming har bir hadi M <z R to’plamda quyidagi
|и„(х)|<С„ (и = 1,2,3....) (14.6)

tengsizlikni qanoatlantirsa va

f  C„ =C,+C2+... + C„+... (14.7)

sonli qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda funksional qator M  to’plamda tekis 
yaqinlashuvchi bo’ladi.

< Modomiki, (14.7) qator yaqinlashuvchi ekan, l-qism, 11-bob, 2-§ da 
keltirilgan teoremaga asosan, V f  > 0 son olinganda ham, shunday n0 e N 
topiladiki, barcha n>  n0, rn> n uchun

 ̂и+| "*■  ̂/1 + 2 ■*■•••+ Cm <£  
bo'ladi. (14.6) tengsizlikdan foydalanib M  to’plamning barcha x nuqtalari uchun

k * . W + “„+2W + ' + “» ,M < ^
bo’lishini topamiz. Demak, 5,,(x ) = w,(x) + u2(x) + ... + un(x ) (л = 1,2,...) dan 
tuzilgan {S„(x)} funksional ketma-ketlik M  da fundamental. Bundan esa 3- 
teoremaga ko’ra berilgan funksional qatoming И  to’plamda tekis yaqinlashuvchi 
bo’lishi kelib chiqadi. ►

14.9-misol. Ushbu

i> „ ( * ) =  i — n n  ( ° ^ * < « о
/1=1 /1 = 1 I + л X

funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
«  Berilgan funksional qatoming umumiy hadi

(л = 1,2,3,...)
1 +  n  X

funksiyadan iborat. Bu funksiyani [O, +cc) oraliqda ekstremumga tekshiramiz.
5 5

m „ (x ) funksiyaning hosilasi yagona x = n 2 nuqtada nolga aylanadi (x  =  «  2 

stasionar nuqta). Stasionar nuqtada

u ' ( n * ) < 0
_ 5

bo’ladi. Demak, un(x) funksiya x = n 2 e  [O, + oo) nuqtada maksimumga erishadi. 

Uning maksimum qiymati esa к  ^  gateng. Demak, 0 < x < o o  da
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кМ|= nx
I + « 5JC'

<  1
2n Уг

bo'ladi. Agar Y j~ ~ V  Ча1огп'пё  yaqinlashuvchiligini etiborga olsak, unda
» = '2 //2

Veyershtrass alomatiga ko’ra. berilgan funksional qatoming [O, + qo)  da tekis 
yaqinlashuvchi ekaniigini topamiz. ►

3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksiona l ketma-ketlik 
va qator ning xossalari 

/°. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi M  c. R to’plamda biror 
yaqinlashuvchi

X  иДлг) = ^ 1  ( * ) + и2( х ) + ... + (* )+ ...
Л =1

funksional qator berilgan bo'lib, uning y ig ’indisi S(x )  bo’lsin.

6-ieorema. Agar ^]мп(л) funksional qatoming har bir hadi
n  =  l

un(x) (n = 1,2,3,...) M  to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional qator M  da 
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qatoming y ig ’indisi S(x)  ham M  to’plamda 
uzluksiz bo'ladi.

4  Vx0 e  M  bo’lsin. Funksional qator tekis yaqinlashuvchi. Ta’rifga ko’ra, 
V f > 0  olinganda ham shunday n0 e N  topiladiki, \/n>  n0 va M  to’plamning 

barcha x  nuqtalari uchun b iryo’la

(14.8)

jumladan

|s„ h )-sW < | 04.9)
tengsizlik bajariladi.

Modomiki, funksional qatoming har bir hadi M  to’plamda uzluksiz ekan,
unda

\  M  = wi W  + M2 M  + ••• + ",, W
funksiya ham M  da, jumladan x 0 nuqtada uzluksiz bo’ladi. Demak, yuqoridagi

6 > 0  olinganda ham. ~  ga ko’ra shunday J > 0  topiladiki, \x - x0| < J  bo’lganda

|5n( x ) - 5 ( x 0) | < |  (14.10)

bo’ladi.
YUqoridagi (14.8), (14.9) hamda (14.10) tengsizliklardan foydalanib 

topamiz:
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№ ) -  ) < \S(x) -  5„ (x J + \S„(x)-S„{x0 ) +

+ |5„(х0)-5 (л :0]!< ^  + ^ + ^  =гг

Demak, V f > 0 olinganda ham, shunday £ > 0  topiladiki \x -  x0| < ^ 
bo’lganda

\S (x ) -S (X())< £
bo’ladi. Bu esa S(x)  funksiyaning Vx0 e  Л/ nuqtada uzluksiz ekaniigini 
bildiradi. ►

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu

S(x0)= lim \lim Sn(.r) =  lim lim Sn(x)  I
7I->CC 1 л-*х>|_т-»*п J

munosabat o'rinli bo’ladi.
2". Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi. M  <z R to’p

lamda {/„(*)}:

/ 1 ( 4 / 2 ( 4  •••/,(*)■
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi / ( jc )  bo’lsin:

l i m j n{x)= f { x ) .

7-teorema. Agar {/„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f n(x) 
(/1  =  1,2,...) hadi M  to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-ketlik А/ 
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda f { x )  limit funksiya ham M 
to’plamda uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu r i
f(x )= lim \lim  /„ ( /)  =  l im \ im fn(x)\

/  -~*X7t ~>00 n - H C l - t X

munosabat o ’rinli bo’ladi.
3e. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o'tish. И  с  R to'plamda 

yaqinlashuvchi

Z  ( 4  =“1 ( 4 + “2 ( 4 + •  • • + ( 4 + • • •  о *  и )
/1=1

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig'indisi S (x ) bo’lsin. x 0 nuqta esa M 
to’plamning limit nuqtasi.

8-teorema. Agar x -+ x0 da ^ u „ (x )  funksional qatoming har bir un(x)
/1=1

(n = 1,2,...) hadi chekli
lim un{x)=C„ (n = 1,2,3,...) (14.12)

• *-»*„
limitga ega bo’lib, bu qator M  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

=C| +C2 +... + C„ +...
n«l

qator yaqinlashuvchi, uning yig’indisi С esa 5 ( 4  ning x ->  x0 dagi limiti
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lim 5 (x )=  С
x-**o

ga teng bo’ladi.
4  Shartga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi. U holda 3- 

teoremaga asosan, V f > 0  olinganda ham, shunday n0 e.N  topiladiki, barcha 
n>  n0, m > n lar va Л/ to’plamning barcha x  nuqtalari uchun

k > .  (•r) + “H*2(x ) + - + “«(-г)! < e (>413)

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosabatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda 
x ->  x0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:

|c„+, +C„+2+ ... + C ,„ |< f
Demak, V f > 0  olinganda ham, shunday n0 e N  topiladiki, barcha n>nu 

m> n lar uchun

ICn*! +Cn^2+ +
tengsizlik bajariiar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini 
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, l-qism, 2-bob, 3-§).

f c „ < + c 2 + ...+ c „ + ..
/1=1

qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
lim CK = C ,

bunda
C„ =C , + C 2 + ... +  C,,.

Endi x - > x 0 da (14.11) funksional qator yig’indisi 5’(x ) ning limiti С ga 
teng, ya’ni

lim S (x) = C
n ->x0

bo’lishini ko’rsatamiz. Shu maqsadda ushbu
S ( x ) - C

ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:
S (* ) -C  = [S (* )-S „ (* )M S „ (* ) -C „ ]+ [C „ -c ]  (14. 14)

bunda
(x) = u, (x) + и2 (x ) + ... +  (x ) .

Teoremaning shartiga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi.

Demak, V f  > 0 olinganda ham, ga ko’ra shunday n0 e  N  topiladiki, barcha

n > n 0 va M  to’plamning barcha x nuqtalari uchun

|S „ ( * ) - S W |< !  ( 14. 15)

tengsizlik bajariladi.
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:

lim SH(x ) = lim  [и, (x ) + m2 (x )+ ... + (x )] = C, -t- C2 + ... + C„ =C „.
X-*XV x-*x0
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D em ak, V f  > 0  o linganda  ham , ~  g a  k o ’ra  shunday  <5>0  top ilad ik i.

x — Xq| < S  bo'lganda

|SnW - C „ |< -  ( " ' б )

tengsizlik bajariladi.
Yuqorida isbot etilganiga ko’ra

lm C H = C .

Demak, V f  > 0 olinganda ham, ^  ga ko’ra shunday n0 € /V topiladiki, 

barcha n> n'0 uchun

|C „-C |< i (14.17)

bo’ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar n0 = max{nQ,n'Q} deb olinsa, unda barcha 
n > n 0 uchun (14.15) va (14.17) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni 
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

|S (x )-C | < \S(x)- S „ M  + |S , ( x ) - C „ |+ |C „ - C |< |+ |+ |< « r .

Demak, V f  > 0  olinganda ham, shunday ^ > 0  topiladiki, |x - x 0| < S  uchun 
(x 6 М )

\S (x ) -C \< e
tengsizlik bajariladi. Bu esa lim  5 (x )=  С ekanini bildiradi. ►

x -» * 0

Yuqoridagi limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

lim i> „ ( * ) =  S  lint u ^ x )

Bu esa 8-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 
had limitga o ’tish qoidasi o ’rinli bo’lishini ko’rsatadi.

4°. Funksional ketma-ketliklarda hadma-had limitga o'tish. M  cz R to'p- 

lamda
/ i( 4 / 2( 4 - . / „ ( 4  ..

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi / ( x )  bo’lsin. x0 
nuqtada esa M  to’plamning limit nuqtasi.

9-teorema. Agar x x 0 da {/„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir 
f„ (x) {n = 1,2,...) hadi chekli

lim f„ {x )-a „  (и = 1.2,3....)
*-»x0

limitga ega bo’lib, bu ketma-ketlik M  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda



ketm a-ke tlik  ham  y aq in lashuvch i, un ing a =  lim a„ lim iti esa  f ( x )  ning * x 0 

dagi lim itga  teng
lim f ( x )  = a

r - » x 0

b o ’ladi.
5". Funksional qatorlarni hadma-had integrallash. \a, e ] segm en tda  y aq in 

lashuvchi
и, (x )  +  m2 (x ) + .. .  + мя ( x ) + ...  (14.11)

funksional qa to r berilgan b o ’lib, u n ing  y ig ’indisi S(x)  bo ’ lsin:

S W = i u „ ( 4
/1=1

10-leorema. A gar ')Гип(x )  qa to rn in g  har biri un(x ) hadi (n = 1 ,2 ,...) [a, e\
n=\

segm en tda  uz luksiz  b o ’lib, bu q a to r shu segm en tda  tek is yaq in lashuvchi b o ’lsa, u 
h o lda q a to r h ad larin ing  in teg rallaridan  tuzilgan

j  iv, (x)dx + j  u2(x)dx + .. .  + J zvn(x)vZr + ...
a a a

e
q ato r ham  yaqin lashuvch i b o ’ ladi, un ing  y ig ’indisi esa  |5 (x )ti[x  g a te n g  b o ’ladi:

a

z j “n(x№  = js(x)d.v.

4  B erilgan  funksional qa to rn ing  har b ir un(x) hadi (n = 1 ,2 ,...) [a, в] da 

uzluksiz, dem ak, w4(x ) (n = 1 ,2 ,...) funksiyalar [cz, e] seg m en tda  in tegrallanuvchi. 

Shartga  k o ’ra  funksional qa to r [cz, e] segm en tda  tek is yaq in lashuvch i. U nda 6- 

teo rem aga k o ’ra, funksional q a to m in g  y ig ’indisi ^ ( x )  funksiya  [cz, в] da  uzluksiz, 

dem ak, in tegrallanuvchi b o ’ladi.
A vvalo  (1 4 .1 1) funksional qa to r had larin ing  integral laridan tuzilgan

« 6  в в в

£ j ju n(x)dx = f u l(x)dx + l u 2(x)dx + ... + ju n(x)dx + ...
n = l a  a a и

q a to m in g  yaq in lashuvchi b o ’lishini k o ’rsatam iz.
Shartga  k o 'ra  (14 .11 ) funksional qa to r [cz, e] da  tek is yaq in lashuvchi. U

holda 3 -teorem aga asosan , V/; > 0 o linganda  ham , ——  g a  k o ’ra shunday
в — a

n0 € N  top ilad ik i, n>  n0, m > n b o ’lganda

e - a
b o ’ladi. Bu tengsiz likdan  foydalan ib  quy idag in i topam iz:
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1 + }  и« Л № +•••+1  иЛ х \ ь  ^

« £ 
^ f k t | W + “n . 2 W + --,- Um(-t ) | ^ <  (в — fl) =  £.

(14. 18)

D em ak. V f  > 0 o linganda  ham , shunday  n0 e N  to p ilad ik i, n> n0, m >  n 
b o ’lganda (14 .18) tengsiz lik  o ’rinli b o ’ladi. 3 -teorem aga asosan

' k ] un(x )dx

qato r yaqin lashuvchi b o 'lad i. O datdag idek  berilgan  funksional q a to m in g  qism iy 
y ig ’ indisini Sn(x)  deym iz. Funksional qa to rn ing  tek is  yaq in lashuvchilig i

ta ’rifidan , V f  > 0 o linganda ham , — g a  k o ’ra shunday  n0 e N  top ilad ik i,
e - a

barcha n> n0 va [<z, e] segm entn ing  b archa  x  n u q talar uchun

e - a
bo ’ladi.

A niq integral xossalaridan  foydalan ib  quy idag in i topam iz:

j  = j Sn (х ) ^  + j  № ) "  Sn (-O k = j  “i ( x \ k  +

+ } u2(x)dx + ... +  )u n(x)dx + ]  [S (x ) -  Sn ( O k -

Agar

f № ) - s » W k

b o 'lish in i e tiborga o lsak . unda

^ J [ S ( x ) - S . ( j r ) ] *  =  0

b o ’lib, natija

j S{x)dx =  j M,{x)dx +  j  и2(x)dx + .. .  +  J мп(x)clx +  ...

ckan lig i kelib  chiqadi. ►
Y uqoridagi m unosabatni q u y idag icha  ham  yozish  m um kin:

} i x ( o V = z K ( * k
a \И = 1 J n-la 

B u esa 10-teorem aning shartlari b a jarilganda  ch ek siz  qa torlarda  ham  hadm a- 
had in tegrallash  qoidasi o ’rinli b o ’lish in i k o ’rsatadi.
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б". Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. [a, (?) segm entda

{/„(*)}:
/ i(4/2 (4 /,,(*)-•

funksional ke tm a-ketlik  berilgan  b o ’lib, un ing lim it funksiyasi f ( x )  bo 'ls in .
11-teorema. A gar { /„ (4 }  funksional ketm a-ketlikn ing  har bir 

/ , ( 4  (n =  1 .2,3,, ) hadi [a, e] segm en tda  uzluksiz  b o ’lib, bu funksional ketm a- 

ketlik  [o, «] da tekis yaq in lashuvchi b o 'lsa , u holda

f / i ( 4 & .  J / 2 ( 4 f r  ]f»{x)dx -

ketm a-ketlik  yaq in lashuvchi, un ing lim iti esa  j  f{x )d x  ga  teng, y a ’ni

l i m j a ^ x  = ]f{x)ctx

b o 'lad i.
Bu teorem adagi lim it m unosabatn i quyidagicha

lim J f n(x)dx -  J  lim f n(x)dx

ham  yozish  m um kin.
7". Funksional qatorlarni hadma-had diffcrensiallash. [a. g] segm entda 

yaq in lashuvchi
W|(4+m2(4+- +m,((4+~

funksional qa to r berilgan b o ’lib, u n ing  y ig 'in d is i S(x)  b o ’lsin:

5 (.x )=  £ u „ ( x )
I t .  I

12-teorema. A gar qa to rn ing  har b ir hadi u,,(x )  (n = 1,2,...) [a, e]
n = [

segm en tda  uzluksiz  u'H(x) (n =  1 ,2,...) hosilaga  ega  b o ’lib, bu hosilalardan 

tuzilgan

Z  ««(•*)= “ i '( 4 +  u2(-r ) + + -
я=1

funksional qator [a, o] d a  tek is yaq in lashuvchi b o ’lsa, u ho lda berilgan  funksional 
q a to m in g  S(x)  y ig ’indisi shu [o, e] da  S '(* )  hosilaga ega  va

S'(x)=  f,u'„(x)
я * I

bo 'lad i.
4 Shartga  k o ’ra

m;(x)+̂ (x)+...+«;(4+... 
funksional qa to r [a, g ] da tek is y aq in lashuvch i. U ning y ig ’indisini S (x )  deylik:

S ( x ) =  Z w» ( 4 -  B u S (x ) funksiya  6 -teo rem aga  asosan [a. в] d a  uz luksiz  b o 'lad i.



Funksional qatorni hadm a-had  in tegrallash  haqidagi 10-teorem adan 
foydalanib , ushbu

s ( x ) =  X K ( x )
n=!

qatorni [a, x ]  oraliq  (a < x < e )  bo ’y ich a  hadm a-had  in tegrallab  quyidagini 
topam iz:

=  Z k ( x ) - u»(<3)]=
f / 4 / 9;

= Z uA x ) -

M odom iki, S (x )  funksiya [a, e] o raliqda uz luksiz  ekan, l-q ism , б -bob . 4-§ 
da keltirilgan teo rem aga  binoan

|S(x)ti6c

]s(x)dx = 5 ( x )

funksiya d ifferensiallanuvchi bo ’lib , un ing  hosilasi

d_ 
dx

b o ’ladi.
Ikkinchi tom ondan  (14.19) teng likka  k o ’ra 

d
dx

(s (x )-S (a ))= S(x )

y a  m

bo ’lishini topam iz. D em ak, S "(x )=  ^ u j , ( x ) . ►
f l = |

K eyingi tenglikni quy idag icha  ham  yozish  m um kin:

£ ( £ - . ( * ) ] = i f - - „ м .
) ^ \d x

Bu esa 12-teorem aning  shartlari ba jarilganda  cheksiz  qato rlarda ham  hadm a- 
had  differensiallash  qoidasi o ’rinli bo ’lishini k o ’rsatadi.

8°. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash. [a. 0 ] seg
m entda yaq in lashuvchi {/„ (x )} :

/ ( 4 / 2 ( 4  • . / . ( 4  -
funksional ke tm a-ketlik  berilgan bo ’lib, un ing lim it funksiyasi / ( x )  b o 'ls in .

13-teorema. A gar {/„(x)} funksional ke tm a-ketlikn ing  har b ir hadi / „ ( x )  

(/7 =  1,2,...) [a, в] segm en tda  uzluksiz /„ ’(x ) (/7 =  1,2,...) hosilaga  ega bo ’lib, bu 

hosilalardan tuzilgan

fX X\ A ( X\ - J n ( Xl -
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funksional ke tm a-ketlik  [«, e] d a  tek is yaq in lashuvchi bo ’lsa u holda f ( x )  limit 

funksiya shu [a, «] da f ' ( x )  hosilaga ega  b o 'lib . { / '(* )}  ke tm a-ketlikn ing  limiti 
f ' ( x )  ga  teng b o ’ladi.

4-§. Darajali qatorlar 
l". Darajali qatorlar. Abel teoremasi. B iz avvalgi paragraflarda funksional 

qatorlarn i o ’rgandik . Funksional qato rlar o rasida, u lam in g  xususiy  holi b o ’lgan 
ushbu

Y ,a„x " =ao +alx  + a2x z + ... + anx n + ... (14.20)
« = 0

yoki, um um iyroq,

= О о + ^ | ( х - х 0)  + <72( х - х 0)2 +... + a „ { x - x J  +... (14.21)
л =0

qa to rla r (bunda а0,а\,аг ,~ ;  x 0 o ’zgarm as haqiqiy son lar) m atem atikada va

uning tadb iq larida  m uhim  rol o ’ynaydi. Bu erda, ushbu  bobning  l-§  idagi qaralgan

Z w„ (x ) funksional qa torda qatnashgan (x ) sifatida
<i = i

и„{х)=аих" (yoki u„(x)= an( x - x 0Y )  
y a ’ni x  (yoki x - x 0 ) o ’zgaruvch in ing  darajalari qaralayap ti. Shu sababli (14 .20) 

va (14 .21 ) qato rlar darajali qato rlar deb  ataladi.
A g a r (14 .21 ) qa to rd a  x - x 0 = t deb  o linsa, u ho lda bu qa to r / o ’zgaruvchiga 

n isbatan  (14 .20 ) q a to r k o ’rin ish iga  keladi. D em ak, (14 .20 ) qatorlarn i o ’rganish 
kifoyadir.

(14 .20 ) ifodadagi a0.al.a2,...all... haqiq iy  so n la r (14 .20 ) darajali q a tom ing  
koeffisicn tlari deb  ataladi.

D arajali qa to rn ing  tuzilish idan, darajali qa to rla r b ir-b iridan  faqat
koeffisicntlari b ilang ina farq q ilishni k o ’ram iz. D em ak, darajali qa to r berilgan 
deganda  un ing  koeffisicn tlari berilgan dcganini tushunam iz.

M asalan . ushbu

^ x "  , x  x 2 x "  , ,x
X — = 1 + -  +  -  + ...+— + ... 0 /= l  ,
ll=0n! I/ 2/ n!

X x "  = l +  x  + x 2 + ...  +  x" +  ...
<1 = 0

qato rla r darajali qa to rla r b o ’ladi.
D arajali qatorn ing  yaq in lash ish  sohasi ( to ’p lam i) strukturasin i aniq lashda 

quyidagi A bel teo rem asiga  asoslaniladi.
14-teorema. (Abel teoremasi.) A gar

=  a 0 + d ,lx  + ti2x 2 + ... + a nx" + ... (14.20)
n=0

darajali q a to r x  n ing  x  = x0 (x0 *  O) q iym atida  yaq in lashuvchi b o ’lsa, x  ning

|xj < |x0| (14.22)
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tengsizlikni qanoatlan tim vchi barcha q iy m atla rida  (14 .20 ) darajali q a to r absolyut 
y aq in lashuvchi b o ’ladi.

4  Shartga ko ’ra

i > , X  =  « 0  +  Я , * 0  +  a 2 X l  +  -  +  a „ X 0  +  -
«=0

qato r (sonli qator) yaq in lashuvchi. U holda qa to r yaq in lashuvch ilig in ing  zaruriy  
shartiga  asosan

//m  t i X  =  0

b o ’ladi. D em ak. } ke tm a-ketlik  chegaralangan , y a 'n i V /?e  /V uchun 

|fl„Xo| < M  ( M e  R)

tengsiz lik  bajariladi. Bu tengsizlikni e tibo rga  o lib  quy idag in i topam iz:

(14.23)

X
< M

X

x o x o
\a*x  |=|««-«o 

E n d iu sh b u

Z k x"| = l"o|+M  + +... + |a„x"| +...
n=0

q a to r b ilan birga quyidagi 

x

/ 1 - 0

= M  + \ i + M (14.24)

qatorni qaraylik . B unda, birinchidan (1 4 .24 )qa to r yaq in lashuvchi (chunki bu qa to r

x
geom etrik  qator b o 'lib , uning m ahraji (1 4 .2 2 ) g a  ko ’ra  1 dan kichik: < l ) .

ikkinchi dan (14 .23 ) qatorn ing  har b ir hadi (14 .24 ) qato rn ing  m os had idan  katta  
em as. U ho lda l-q ism , 2-bob , 3-§ da  keltirilgan  teo rem aga  k o ’ra (14 .23) qa to r 
yaqin lashuvchi b o 'lad i. D em ak, berilgan  (14 .20 ) darajali qa to r abso lyu t 
yaq in lashuvchi. ►

1-natija. A gar

f > nx ' '  =  a 0 + f l ,x +  o 2x 2 + . . .  +  a„x" + . . .
/1=0

darajali qator x  n ing  x = x0 q iy m atid a  uzoqlashuvchi bo ’lsa, x n ing  |x| >  jx0| 

tengsizlikni qanoatlan tim vchi barcha q iy m atla rida  uzoqlashuvchi bo ’ladi.
< B erilgan  (14.20) darajali q a to r x 0 n uq tada  uzoqlashuvchi bo ’lsin.

U nda bu qa to r x ning |x| > |x0| tengsiz likn i qanoatlan tim vch i q iym atla rida  

ham  uzoqlashuvchi b o ’ladi, chunki (14 .20 ) q a to r x  n ing  |x| > jx 0| tengsiz likn i 

qanoatlan tiruvch i b iro r x  =  x, q iy m atid a  yaq in lashuvchi b o ’ladigan b o ’lsin, unda 

Abel teo rem asiga  ko ’ra bu qa to r x = x 0 (jx0| < |x , |)  nuq tada ham  yaqin lashuvch i 

b o ’lib qoladi. Bu esa  (14 .20) qa to rn ing  x =  x 0 da  uzoqlashuvchi dey ilish iga  
ziddir. ►
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2 . Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish interval!. F.ndi 
darajali qato rn ing  yaq in lash ish  sohasi strukturasin i aniq laylik .

15-teorema. A gar

Х А * "  = a0 +a]x + a2x 2 +... + a„xn +  ...
n  - 0

(14.20)

darajali qa to r x  n ing  b a ’zi (x 0 ) q iym atla rida  yaq in lashuvch i, b a ’zi q iym atlarida  

uzoqlashuvchi b o ’lsa, u ho ld a  shunday  y agona  r > 0  haqiqiy son topiladiki
(14 .20 ) darajali qa to r x  n ing  |x| <  r  tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i q iym atlarida 

ab so lyu t yaq in lashuvchi, |x| >  r  tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i q iym atla rida  esa 

uzoqlashuvchi b o ’ladi.
^  B erilgan  (14 .20) darajali q a to r .t =  x 0 *  0 da yaq in lashuvchi, x = xi da  

uzoqlashuvchi b o 'ls in . R avshanki, |x0|< |x , |  b o 'lad i. U nda 14-teorem a ham da I- 

n a tijaga  m uvofiq  (1 4 .2 0 ) darajali qator .r ning |x| <  |x0j tengsizlikni 

qanoatlan tiruvch i q iy m atla rid a  absolyut yaq in lashuvch i, x  n ing  |x| > |x ,j 

tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i q iym atla rida  esa  uzoqlashuvchi b o ’ladi. Jum ladan
(14 .20 ) darajali q a to r a ( a< jxuj) nuqtada yaq in lashuvchi, e ( e  < |х ,|)  nuqtada esa 

uzoqlashuvchi b o 'lad i (51-chizm a).

-в  -a  0  a xo  r x j  в

51-chizm a
D em ak, (14 .20 ) q a to r [«, в] segm entn ing  chap  chekkasida  yaq in lashuvchi, 

o 'n g  chekkasida  esa  uzoqlashuvchi.

[a, e] segm en tn ing  o ’rtasi nuqtani o lib , bu nuqtada (14 .20 ) qatorni

qaray lik . A gar (14 .20 ) qator
a + e

nuqtada yaqin lashuvchi b o ’lsa, unda

a + e
,  в segm entni.

a + e
nuqtada uzoqlashuvchi b o ’lsa, a,

a + e
segm entni

o lib , uni [au <?,] orqali belgilaylik . D em ak, (14 .20 ) qa to r al nuqtada 

y aq in lashuvchi, e, nuq tada esa  uzoqlashuvchi b o ’lib, [a, <?] segm entn ing  uzunligi

8 , - 0 , = — -  ga teng  b o ’ladi.

S o ’n g  [a,, e,] se g m e n tn in g  o ’rtas i
a ,+ e ,

n u q tan i o lib , bu  n u q tad a

(1 4 .2 0 )  q a to rn i q a ray m iz . A g a r  u а' + в |1 n u q tad a  y a q in la sh u v c h i b o ’lsa , unda
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<?i segm entn i, uzoqlashuvchi b o ’lsa. segm entni o lib , uni

a2, e 2] orqali belgilaym iz. D em ak, (14 .20 ) q a to r a2 nuq tada yaq in lash u v ch i, e2 

nuqtada esa uzoqlashuvchi b o 'lib , [ti2, « ,]  segm en tn ing  uzunligi в, - a 2 = ~ г  8 a

teng  b o 'lad i. Shu jarayonni davom  ettiraveram iz. N a tijada  ichm a-ich  jo y lash g an  
[а ,. в{\[а2, e2\...,[an, en\... 

segm en tlar ketm a-ketlig i hosil b o ’ladi. Bu segm en tlam in g  har b irin ing  chap 
chekkasida ( an nuq talarda) (14 .20 ) qa to r yaq in lashuvch i, o ’ng chekkasida  e sa  (<?„ 

nuqtalarda) uzoqlashuvchi, /7 ->  oo d a  bu seg m en tlar uzunlig i no lg a  in tila  boradi

Unda ichm a-ich joy lashgan  segm en tlarga  prinsip iga  k o ’ra  (qaralsin , l-q ism ,
3-bob, 8 -§) shunday yagona r  soni top ilad ik i,

lim an = lim e„ = r

b o 'lib , bu r nuqta barcha segm en tlarga  teg ish li b o ’ladi.
Endi x  o ’zgaruvchin ing  |x| <  r  tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i ixtiyoriy  

qiym ati ni qaray lik . lim a n = r  b o 'lg an i sabab li, shunday  natural n0 soni

top ilad ik i, |x| <  alln < r bo ’ladi. an n u q tada  (14 .20 ) q a to r y aq in lashuvch i. D em ak, 

14-teorem aga ko ’ra x  nuqtada ham  (1 4 .2 0 ) darajali q a to r yaq in lashuvch i b o 'lad i.
x  o ’zgaruvchin ing  |x| >  r ten gsiz likn i qanoatlan tiruvch i ix tiyoriy  q iym atin i 

qaray lik . lim en = r  b o ’lgani sabab li, shunday  natural «, soni top ilad ik i,

|x| >  <?fl| >  r bo ’ ladi. сП; nuqtada (14 .20 ) q a to r uzoqlashuvch i. U nda 1-natijaga 

k o 'ra  x  da  (14 .20) qa to r uzoqlashuvchi b o ’ladi.
Shunday q ilib , shunday r  soni topiladik i (14 .20 ) darajali qa to r x  n ing  |x| <  r 

tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i q iym atla rida  abso lyu t y aq in lashuvch i, |x| >  r 
tengsizlikni qanoatlan tiruvch i q iym atla rida  esa  uzoqlashuvchi b o ’ ladi. ►

9-tu'rif Y uqoridagi 15 -teorem ada top ilgan  /• soni (14 .20 ) darajali qatorn ing  
yaq in lash ish  rad iusi, ( - /• ,  / ) in terval e sa  (14 .20 ) darajali q a tom ing  yaq in lash ish  
intervali deb  ataladi.

4-eslatma. 15-teorem a x  ning x = ±r  q iy m atla rida  (14 .20 ) darajali qatorn ing  
yaqin lashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o ’lishi to ’g ’risida  xu losa  ch iqarib  berm aydi. 
Bu x  =  ± r  nuqtalarda (14.20) darajali qa to r yaq in lashuvchi ham  b o ’lishi m um kin, 
uzoqlashuvchi ham  b o ’lishi m um kin.

darajali qa to r (geom etrik  qator) n ing  yaq in lash ish  radiusi r  =  I yaq in lash ish  
intervali ( - 1, + 1) b o ’lib, in tervaln ing  chekka  nuqtalari r  =  ± 1  da  uzoqlashuvchi:

2

M asalan,
I) U shbu
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2) Q uyidagi
, x x 1 x 3 x"
1 + - y  Н г  H— т +  ... +  —г- + ...

I2 2 З2 и2
q a to m in g  yaq in lash ish  radiusi г = 1, yaq in lash ish  intervali ( -1 .  +  l) . r  = ±1 da 
q a to r y aq in lashuvch i b o ’lib. yaq in lash ish  sohasi ( to ’plam i) [ -1 , + 1] segm cntdan 
iborat:

3) U shbu
V  V 2  V 3 r "

- . . . + ( - i r l — +. . .
1 2  3 n

darajali qatorn ing  yaq in lash ish  radiusi r  =  1 yaq in lash ish  intervali ( -  1. +  l) . Q ator 
/• = 1 d a  yaq in lashuvch i, r =  - l  da  esa  uzoq lashuvchid ir, qa to rn ing  yaqinlashish  
sohasi (-1, + lj yarim  in tcrvaldan  iborat.

2-eslatma. Shunday darajali qa to rla r ham  borki, u lar faqat x =  0 nuq tadag ina

yaqin lashuvch i b o 'lad i. M asalan , £ л / х "  q a to r istalgan x 0 *  0  nuqtada
«=o

u zoq lashuvchid ir. H aqiqatdan  ham , D a lam b er a lom atiga  ko ’ra 

(я  + 1)/хя+|
lim = lim (n +  l)x 0 =oo

b o 'lad i. D em ak, £ n!x"  q a to r istalgan x ^ O  d a  uzoqlashuvchi. B unday darajali 
/1 = 0

qa to rlarn in g  yaq in lash ish  radiusin i r = 0 deb  olam iz.
A yni v aq tda  shunday  darajali qa to rla r ham  borki, u lar ixtiyoriy  x  6  ( -  oo.+oo)

da yaq in lashuvch i b o ’ladi. M asalan , —  ni o laylik . Bu qa to r istalgan x 0
/,=0 «-'

n u q tada  yaq in lashuvch id ir. 1 laqiqatdan ham , y an a  D alam ber a lom atiga  k o ’ra
м

l0lim
»->«)(«+1)/ x'0

b o 'lad i. D em ak, bu qa to r istalgan x  e  ( - oo,+oo) da yaq in lashuvchi. B unday 
darajali qa to rlarn in g  yaq in lash ish  radiusi r  =  -ко deb  o linadi.

3°. Koshi-Adamar teoremasi. Y uqorida  k o ’rd ikki, darajali qatorlarn ing  
yaq in lash ish  sohasi so d d a  struk tu raga  ega  b o ’lar ekan: yoki interval yoki yarim  
in terval, yok i segm ent. I lam m a h o lla rda  ham  bu soha yaq in lash ish  radiusi r 
orqali ifodalanad i.

M a ’lum ki, har qan d ay  darajali qator

]Г а „ х "  = a0 + а |х  +  а 2х 2 + ... + a„x" +  ...
//=0

o ’z in in g  koeffis icn tla ri ketm a-ketlig i {a,,} b ilan  aniq lanadi. B inobarin , uning 

yaq in lash ish  radiusi ham  shu koeffisen tla r ketm a-ketlig i orqali qandayd ir topilishi 
kerak.

(14 .20 ) darajali qa to r koeffisientlari yordam ida  \{[\aH
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к>1’ h | .  V h i  V h l ' -  (N 2 5 >
son lar ketm a-ketlilig i tuzam iz. MaMumki, har qanday  sonlar ketm a-ketlig in i 
yuqori lim iti m avjud (qaralsin . l-q ism , 3-bob , 2-§). D em ak, (14 .25) ketm a-ketlik  
ham  yuqori lim itga  ega. Uni в bilan belgilaylik:

в = lim  (О < c < + 0 0 ).

16-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Elerilgan Y janx " darajali qatorning
/1 = 0

yaqin lash ish  radiusi

,  =  1  =  ̂ , *  (14.26)
в hm  № „1

bo ’ladi.
((14 .26) fo rm ulada e =  0  bo ’lganda /• = +<», e =  +oo b o ’lganda esa r  =  0 deb 

olinadi).
< (14 .26 ) form ulaning to ’g ’riligini k o ’rsa tishda  quyidagi
1) e =  + 0 0  (/ = 0 ) ;

2) e = 0 (r = + 00) ;

3) 0 < 6 < + 0 0  I r =  -
V 6

hollarni a loh ida-aloh ida qaraym iz.

I) <? = 00 b o 'ls in . Bu holda lj\an\ ke tm a-ketlik  chegaralanm agandir. Ixtiyoriy 

x 0(x0 ^  O) nuqtani o lib , bu nuqtada (14.20) darajali q a to m in g  uzoqlashuvchi 

ekanini ko ’rsatam iz. T eskarisin i faraz  q ilay lik , y a ’ni shu  x0 nuqtada (14 .20 ) 

darajali qa to r yaqin lashuvchi bo 'ls in .

D em ak, Y .anxl  qa to r (sonli qator) yaq in lashuvch i. U nda  qa to r yaq in lashuvchi-
71=0

ligining zaruriy  shartiga  asosan

hm апХд = 0

bo ’ladi. D em ak, \anx^ } ke tm a-ketlik  chegaralangan , y a ’ni shunday o ’zgarm as M 
son m avjudki (uni 1 dan ka tta  q ilib  o lish  m um kin), V n e  /V uchun

|<v„j < M (M>1)
tengsiz lik  bajariladi. Bu tengsizlikdan

^{a^j-|x0| < л /М  < M
y a ’ni

M
Un'01 
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b o ’lishi kelib  chiqadi. Shunday qilib  ke tm a-ketlik  chegaralangan  b o 'lib

qo ld i. N atija  z idd iyatlik  yuzaga  keld i. Z idd iya tlikn ing  kelib  ch iq ish iga  sabab 
x0 * 0  nuq tada (14 .20) q a to m in g  yaq in lashuvchi b o 'ls in  deb o lin ish id ir. Dem ak,

(14 .20 ) darajali qa to r ixtiyoriy x 0 (x0 *  O) n uq tada  uzoqlashuvchi.

2 )  e =  0  b o ’lsin. Bu ho lda ix tiyoriy  x 0 (x0 *  O) n u q tada  (14 .20 ) darajali 

q a to m in g  yaq in lashuvchi b o ’ lishini k o ’rsatam iz. M odom ik i, ketm a-

k e tlikn ing  yuqori lim iti no lga teng  ekan bundan  un ing lim iti ham  m avjud va nolga 
tenglig i kelib  chiqadi. T a ’rifga  asosan \ /г г > 0  son o linganda ham , jum ladan

£ =  —p- т  ga k o 'ra  shunday  n0 e  N top ilad ik i. barcha n > n0 uchun
2N

0 j < 2T l!x oi
bo ’ladi. K eyingi tengsiz likdan  esa

b o ’lishi kelib  chiqadi. 
R avshanki,

” I
X - „л=о2л

qato r yaq in lashuvchi. T aqqoslash  teo rem asig a  k o ’ra (qaralsin , l-q ism , 2-bob, 3-§).

i \ ° x \
n=0

qato r ham  yaq in lashuvch i bo ’ladi. D em ak,

n -0

qato r abso lyu t yaq in lashuvchi.

3) 0 < e < + o o  b o 'ls in . Bu ho lda (14 .20 ) darajali qa to r ixtiyoriy  x0 (jx0| < -
4 e

fi I I )nu q tada  y aq in lashuvch i, ixtiyoriy x, n uq tada  uzoqlashuvchi b o ’lishini
6 У

k o ’rsatam iz.

ix0| < -  b o ’lsin. U ho lda shunday £ > 0  sonni topish  m um kinki, |x0|=  *
6 e + S

b o 'lad i. Endi J ,  (O <£,<<!>) sonni o laylik . Bu £ , > 0  songa  k o ’ra  shunday 

A?0 e  /V top ilad ik i, b archa  n > /70 uchun (yuqori lim itn ing  xossasiga  k o ’ra, l-q ism ,

3-bob , 2 -§ ) < 6  +  5, y a ’ni \an\< (e + 5 \) ' b o 'lad i. D em ak, barcha « > a /0

uchun

123



1"л"01 (‘'ni |л01 '  Х" ' v l /  / у, , с
1 1 1 1  ((? +  £ )  \ в  + д J

b o ’lishi kelib  chiqadi, bunda
в + S\ _  (g +  <!>)-(S  -  6>'|)  S  - S { ^  ^

e + S  в + S  e + S
B ndiushbu

Z k ^ o l = W  + k,x0| + t i l  +... + kxol + •••• (14.28)
n~o

qato r bilan quvidagi

qatorni so lish tiraylik . B unda, b irinchidan, (14 .29 ) q a to r yaq in lashuvch i (chunki bu

qator geom etrik  qator b o ’lib, u n ing  m ahraji 0 < в + -  <  1) ikkinchi dan , n  ning
e + S

biror q iym atidan boshlab  (n > n0)  (14 .27 ) m u n o sabatga  k o ’ra (14 .28 ) qatorn ing  

har b ir hadi (14 .29) qato rn ing  m os hadidan katta  em as. U nda qa to rla r nazariyasida  
keltirilgan taqqoslash  teorem asiga  l-q ism , 3-bob, 2-§) k o ’ra  (1 4 .2 8 ) qa to r 
yaqin lashuvchi b o 'lad i.

k |  > -  bo ’lsin. U nda shunday S '> 0  sonni topish  m um kinki,
в

I
X, =

в - 6 '
b o ’ladi. Endi SI (0 < S,' <S') sonni o laylik . Y uqori lim itn ing xossasiga  asosan (1- 

qism , 3-bob, 2-§) ^ / j o j )  ketm a-ketlikn ing  ushbu

yj\an\ > e - 6 [ ,  ya ’ni к |> ( в - ( 5 ; У  

tengsiz likn i qanoatlantiradigan had larin ing  soni chek siz  k o ’p b o ’ladi. D em ak, bu 
holda

|" Х |= к 1 - к |> ( » - » , ' Г  7- k r = f 1;:S ' l  (14-30)1 1  1 1 ( в - S  J \ e - S )
b o ’lib, bunda

e - s ;  ( e - s ' M s ' - s ; )
е - S '  в - S '  в - S '

b o ’ladi.

Y uqoridagi (14 .30 ) m unosabatdan  л  ->  oo d a  {a„x " } ketm a-ketlikn ing  limiti 

nolga teng em aslig in i topam iz. D em ak,

f > X
n-0

qato r uzoqlashuvchi (q a to r yaq in lashuvch ilig in ing  zaruriy  sharti bajarilm aydi).
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Shunday  q ilib , har b ir x 0 jx0j < -  nuqtada (14 .20 ) darajali qa to r yaq in la

shuvchi, har b ir x, ^ x , | > - J  n uq tada  esa  shu darajali qa to r uzoqlashuvchi b o ’lar 

ekan.

D arajali qa to rn ing  yaq in lash ish  radiusi ta ’rifin i e tiborga olib , -  berilgan
в

darajali qa to rn ing  yaq in lash ish  radiusi ekanini topam iz. ►
14.10-misol. U shbu

x ” X X" x ”
\ — r  =  -  +  — r?  +  -  +  — r  +  -  
n=, 2 2 2  2 Л

darajali qatorni yaq in lash ish  sohasi topilsin .
Bu darajali q a tom ing  yaq in lash ish  radiusini (14 .26 ) fo rm ulaga  ko 'ra  

topam iz:
Vn

=  lim 2 "  = 1 .
1 1

Hm —
hm •

D em ak, berilgan  darajali qa to rn ing  yaq in lash ish  radiusi r=  \ yaqinlashish  
intervali e sa  ( -1 ,  + i )  dan iborat. B u darajali qa to r yaq in lash ish  in tervalin ing  
chekkalarida  m os rav ishda  quy idagi

y f c j l  у  1
2^" ' Ь \ г Ғп

sonli q a to rlarga  aylanib , u lam i Leybnis teorem asi ham da R aabe alom atidan 
foydalan ib  yaqin lashuvchi ekan iig in i isbotlash  q iy in  em as.

D em ak, berilgan  darajali q a to m in g  yaqinlashish  sohasi [ -1 ,  l] segm entdan 
iborat. ►

14.1 l-niisol. U shbu

, X X2 x"
1 -̂---- - -I  +  ... +  -p r Г +  •••

2 -5  3 -5  (n + \)-5n 
darajali qa to rn ing  yaq in lan ish  sohasi topilsin .

4  Bu qato rga  D alam ber a lom ati ( l-q is m , 3-bob, 4-§) ni q o ’llab quyidagini 
topam iz:

5 "-»= «  +  2 5
d  =  lim

x"*’ Xя
lim

(n  + O 'S 'V * 1

(z2 + 2 ) -5 n>l (a?+ l)-5" (n + 2)-5n* '!xn

D em ak, <1 y a ’ni |x |< 5  b o ’lganda q a to r yaq in lashuvch i, ^  >  1 y a ’ni

|x| >  5 b o 'lg an d a  qa to r uzoqlashuvchi.

Shunday  qilib , berilgan  darajali q a tom ing  yaq in lash ish  radiusi r = 5, 
yaq in lash ish  intervali esa  ( - 5 ,  + 5 )  bo ’ladi.
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Y aqinlashish  interval! ( - 5 ,  + 5 )  n ing ch ek k a la rid a  darajali q a to r m os 
ravishda

2 3 n
, 1 1  1
1 +  -  +  -  +  .

2 3 n
sonli qa to rlarga  aylanib , bu qato rlarn ing  b irinchisi yaq in lash u v ch i, ikkinchisi esa 
uzoqlashuvchidir. D em ak, berilgan  darajali q a to m in g  yaq in lash ish  sohasi 
[ -  5, +  5) yarim  in tervaldan iborat ekan. ►

5-§. Darajali qatorlarning xossalari
B iror

]Г а „ х "  = o0 + alx  + a2x 2 + ... +  o„x" +  ... (14.20)
и=0

darajali qa to r berilgan  b o ’lsin.

17-teorema. A gar ^ a „ x "  darajali qa to rn ing  yaq in lash ish  radiusi r (r > O)
/1 = 0

b o ’lsa, u holda bu qa to r [ - c ,  c] ( 0 < c  < r )  segm en tda  tekis yaqin lashuvchi 
b o ’ladi.

*  Shartga  k o ’ra, r  (14 .20) darajali q a to m in g  yaq in lash ish  rad iusi. D em ak, 
berilgan qa to r ( -  r ,  r )  in tervalda yaq in lashuvchi. Jum ladan , с < r  bo 'lg an lig id an
(14 .20 ) darajali qa to r с nuqtada ham  yaqin lashuvch i (abso ly u t yaq in lashuvch i)
b o ’ladi. D em ak,

Z k | c "  = К |+ |а , | с + |я 2к 2 +  - + k , k " +••• ( m i )
n=0

qato r yaqin lashuvchi.

Vx e  [ - c ,  c] uchun har doim  |«„х"| < \a,\cn b o ’ladi. N atijada, ushbu

Y \a nx"\ = |a0| +  |a ,x | +  |fl2x 2| + ... +  |o„x"| + ...
//=0

qa tom ing  har bir hadi (14 .31 ) q a to m in g  m os hadidan ka tta  em aslig in i topam iz. U

holda V eyersh trass a lom atiga  k o ’ra  £ л „ х ” darajali q a to r [-c ,  c ] segm entda
//=0

tek is yaq in lashuvchi b o ’ladi. ►

18-teorema. A gar £ a „ x "  darajali q a to m in g  yaq in lash ish  radiusi r > 0
/1=0

bo ’lsa, u ho lda bu qatorn ing  S (x )  =  ^ o „ x ” y ig 'in d is i ( - r ,  r )  o ra liq d a  uzluksiz
//=0

funksiya b o ’ladi.
4 (1 4 .2 0 )  darajali q a to m in g  yaq in lash ish  intervali ( -  r ,  r )  dan  ix tiyoriy  x0 

(x0 e  ( -  r, r ) )  nuqtani o lam iz. R avshanki, |x 0 | <  r  b o ’ ladi. U shbu |x0| <c < r
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tcngsiz lik larn i qanoatlan tiruvch i с sonni o laylik . (14 .20) darajali qa to r yuqorida 
keltirilgan  17-teorem aga k o 'ra  [~c. c ] segm en tda  tek is yaq in lashuvchi bo ’ladi. 
U nda ushbu  bobning  3-§ idagi 6 -teorem aga asosan , berilgan  (14.20) darajali 
q a to m in g  y ig ’indisi S(x)  funksiya [-c , c] da, va  dem ak, x0 n uq tada  uzluksiz  

b o ’ladi. D em ak, (1 4 .2 0 ) q a to m in g  y ig ’indisi S(.v) funksiya ( - r ,  r )  in tervalda 
uzluksizdir. ►

19-teorema. A gar Y ja»x " darajali q a to m in g  yaq in lash ish  radiusi r (r > 0)
n = 0

b o ’lsa, bu q a tom i \a, в] ([а, е ] с ( - л ,  r)) o ra liqda  hadm a-had  integral lash m um kin. 
4  Shunday  с ( 0 < c < r )  topa o lam izk i, [д, e ] c  [ - с ,  с ] с  ( -  г, г) b o ’ladi. 
B erilgan darajali q a to r [-с .  с] d a  tek is yaqin lashuvchi b o ’ladi. Dem ak, 

[д, в] d a  (14 .20 ) darajali qa to r tek is yaq in lashuvch i. U nda (14 .20 ) qa tom ing  
y ig ’indisi

S (* )=  = а0 + а^х + а2х 2 + ... + a , / '  +  ...
h=0

u zluksiz lik  b o ’lib, ushbu bobning  5-§ d a  keltirilgan  teorem aga k o ’ra bu qatom i 
hadm a-had  in tegrallash  m um kin:

« e x ® e 00 „" + 1
1 S{x)dx = J ^ а пх"с1х = t , a n]x"dx = £ a n ----- —— . ►
a a  » = l  n=0 a  (1 = 0  Al +  1

X ususan , a  =  0 ,  g  — x (|xj <  r )  b o 'lg an d a

[ 5 (x > /x  =  У x n+1 = д 0х  +  ̂ - x 2 + .. .  + x "  + ...
i  ,fr0/ 7 + i  2  «

b o ’ladi. Bu q a to m in g  yaq in lash ish  radiusi ham  r  g a  teng. H aqiqatdan ham , 
K osh i-A dam ar teo rem asidan  foydalanib  quyidag in i topam iz:

lint 'j = Hm - j = =  = = lint 'v/jtij • Пт -  Пт ('/I Д.. I =  r .
((-♦00  у /  n  +  \  ( ( - » »  и - » а с  I  ((—»00n + 1

20-lcorema. anx" darajali qato rn ing  yaq in lash ish  radiusi r b o ’lsa,
»=o

(-/■, r)  da  bu q a tom i hadm a-had  d ifferensiallash  m um kin.
4  A vvalo  b e rilgan  (14 .20 ) darajali q a to r had larin ing  hosilalaridan  tuzilgan 

ushbu

Yj nallx"~' = д ,  + 2 д 2х  +  Зд3х 2 + ... + nallx" 1 +  ... (14.32)
n = 0

q a tom ing  |x0| < r tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i ix tiyoriy  nuqtada yaqin lashuvchi 

b o ’lishini k o ’rsatam iz. Q uyidag i jx0| < c < r  tengsiz lik lam i qanoatlan tiruvch i с



b o ’ladi. R avshanki, (<7 <  l)  qa to r yaq in lashuvch i (uni D alam ber
»=1

a lom atiga k o ’ra  ko ’rsatish qiyin em as). U nda

lim nq" 1 =  0

b o ’ladi. D em ak, n n ing  biror, n0 q iym atidan bosh lab , ( n> n0 uchun) n q"'1 <c 
b o ’lib , natijada V/i > n0 uchun ushbu

<l433>
tengsiz likka kelam iz.

c e ( - r ,  r)  b o ’lganligi sababli ^ o „ c "  qa to r abso lyu t yaq in lashuvchi. U nda
и=0

(14 .33) m unosabatn i h isobga o lib , V eyersh trass alom atidan  foydalanib ,

£ п а пх"-' qatorn ing  ( - r ,  r)  da  yaq in lashuvch i bo ’ lish in i topam iz. D em ak, bu
n=0
qato r [— c, c] da tekis yaq in lashuvchi b o ’ ladi.

Shunday q ilib , berilgan  (14 .20 ) darajali q a to r h ad larin ing  hosilalaridan 
tuzilgan  (14 .32) qa to r tek is yaq in lashuvchi. U ho lda ushbu  bobning  6-§ da 
keltirilgan 12-teorem aga k o ’ra

4/1=0 J «=0 /1=0

b o ’ladi. ►
Shuni ham  ay tish  kerakki, (14 .20 ) va  (14 .32 ) qato rlarn ing  yaq in lash ish  

radiuslari b ir xil bo ’ladi. H aqiqatdan ham  K oshi-A dam ar teorem asidan  foydalan ib  у
quyidagini topam iz:

Jim 'Jn\aJ\ = lim kfn  'v /k ,|)=  lim 'ifn ■ lim  '{ /itij .
#l-*0D v /#->00 V 17 /I—>oc /l-> oo  v

Dem ak,

lim d n \a \  =  lim 'Ж а \ .
/I—>00 1 /#->00

2-natija. A gar (14 .20) darajali q a to m in g  yaq in lash ish  radiusi r  b o ’ lsa, bu 
qatom i ( - r ,  r) da istalgan m arta  d ifferensiallash  m um kin.

Shunday q ilib , yaq in lash ish  radiusi r > 0  b o ’lgan Y ja»x " darajali qatorni
//=0

hadm a-had  in tegrallash  va hadm a-had  (istalgan  m arta) d ifferensiallash  m um kin va 
hosil b o ’lgan darajali qa to rlarn ing  yaq in lash ish  radiusi ham  r  ga  teng  b o ’ladi.

10-ta’rif. A gar f ( x )  funksiya ( - r ,  r )  da  yaq in lashuvch i darajali qa tom ing  
y ig ’indisi b o ’lsa, f ( x )  funksiya ( -  r ,  r)  da  analitik  deb  ataladi.

21-teorenta. Ikkita

£ a „ x n =a0 + a ,x  +  a2x 2 +... + a„xn + .. .  (14.20)
/1=0

va
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Х Х л "  = e 0 + e ,x  + e2x 2 +  ... +  у„х" +  ... (14.34)
ч-О

darajali qa to rla r berilgan  b o ’lib, (14 .20) darajali qatorn ing  yaq in lash ish  radiusi 
r\ >  0  y ig ’indisi esa  5 j ( x ) ,  (14 .34 ) darajali qatorn ing  yaq in lash ish  radiusi r2 > 0  

y ig ’indisi S2(x ) b o ’lsin.

A g ar V x e ( - r, r) (r = min(rf,r2)) da

S , ( x ) = S 2(x ) (14.35)
b o ’lsa, u holda V/? e  /V uchun

=  e„
y a 'n i (14 .20 ) va  (1 4 .3 2 ) darajali qato rlar bir xil b o ’ladi.

4  R avshanki, (14 .20 ) v a  (14 .32) darajali qa to rla r ( - /• ,  r )  da yaqinlashuvchi 
va u larn ing  y ig 'in d ila ri 5 ,(x )  v a  S2(x ) lunksiyalar shu in tervalda uzluksiz 

b o ’ladi. D em ak,
lim S A x ) = S M ,  lim S2( x ) =  S2(0).
x -» 0  x ^ O

Y uqoridagi (14 .35 ) shartga  k o ’ra S ,(0 )  =  S 2(0 ) b o ’ladi. B undan esa a0 = eQ 
ekanlig i kelib  chiqadi. B inobarin , Vx e  ( -  r, r)  uchun

1 > ,Л "  =  X e Hx" ■

и=| H=!
A g ar x  ^  0 desak, bu teng likdan  barcha x  e  ( -  r. 0 ) u  (0. r) uchun

= E g„x" '
h = i  n=]

g a  ega  b o ’lam iz. Bu darajali qato rlarn ing  har biri ham  ( -  r, r) da  yaqin lashuvchi 
b o 'lad i va dem ak, u larn ing  y ig ’indilari shu in tervalda  uzluksiz  funksiya b o ’ladi. 
Shu xususiyatdan  foydalansak, x  ->  0 da

lim i > „ x " ~ ‘ = a , , lim f ^ x " ' 1 =  e,
x-+0/»=i x-*0n=i

b o ’lishini v a  dem ak, a, =  <?, ekanini topam iz. B u ja ray o n n i davom  ettira  borib, 

b archa  n e  N  uchun o„ =  g„ b o ’lishi topiladi. D em ak, (14 .20 ) va  (14 .34 ) darajali 

qato rlar bir xil. ►
r )  (r > O) o ra liq d a  / ( x )  funksiya berilgan va  uz luksiz  b o ’lsin. 

Y uqoridagi teorem a, / ( x )  ni darajali q a to r y ig ’indisi sifa tida  ifodalay olinsa, 
bunday ifodalash  y agona  b o ’lishini b ild iradi.

6-§. Teylor qatori
B iz yuqorida, har qanday darajali

Z  a„x " = tio +  a \x  + a2x2 +••• + a„x " +  -
h =0

q a to r o ’z in ing  yaq in lash ish  intervali ( - r ,  r )  d a  uzluksiz  5 (x )  funksiyani (darajali 
qa to r y ig ’ind isin i) ifodalab , bu funksiya shu o raliqda istalgan tartibdagi hosilaga 
ega b o ’lishini k o ’rdik.
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Endi b iro r o raliqda istalgan tartibdagi hosilaga  ega  boMgan funksiyani 
darajali qa torga yoyish  m asalasin i qaraym iz.

/". Funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. f ( x )  funksiya x = x0 nuq tan ing

biror
Ud(xo)= [x 6 R : x0 -d> <x  < x0 +#}  (<5 > O) 

atro fida  berilgan  b o 'lib , shu atro fda funksiya istalgan tartibdag i hosilaga ega 
bo ’lsin. R avshanki, bu funksiyan ing  1-qism, 6 -bob , 7-§ da  batafsil o 'rg a n ilg an  
T ey lo r fom iulasi

/ W  -- / к ) + -  x ,)‘1! 2! n!
ni yozish  m um kin, bunda rn(x) qo ld iq  had.

B erilgan  / ( л : )  funksiyan ing  x0 nuq tada istalgan tartibdag i hosilaga  ega 

b o 'lish i T ey lo r form ulasidagi h ad lam in g  sonini har q an ch a  katta  o lish  im konini 
berad i. B inobarin , tabiiy  rav ishda  ushbu

(M M )
1! 2! n!

qa to r yuzaga  keladi. Bu m axsus darajali qa to r b o ’lib. un ing  koeffisien tlari f ( x )  
funksiya va  un ing  hosilalarin ing  x0 nuqtadagi q iym atlari orqali ifodalanadi. 

O datda (14 .36 ) darajali q a to r / ( x )  funksiyan ing  T ey lo r qatori deb  ataladi. 

X ususan, x0 =  0 d a  quy idag icha  b o ’ladi:

/ (0)+т А > +. . . + ^ Я ' +..:. (14.37)
1! 2! n! ' 7

D arajali qa to rla r deb  nom langan 8-§ n ing  bosh lan ish ida  YJonx n
n = 0

k o ’rin ishdagi darajali qatori am i o ’rganishni kelish ib  o lingan  edi. Shuni e tiborga 
o lib , f ( x )  funksiyan ing  (14.37) k o ’rin ishdagi T ey lo r qatorin i o ’rganam iz.

Yana bir b o r ta ’k id laym izki, (14 .36 ) qa to r / ( x )  funksiya  b ilan o ’z in ing  

koeffisientlari orqali bo g ’langan b o ’lib, bu (1 4 .3 6 ) qa to r yaqin lashuvchi 
b o ’ladim i, yaqin lashuvchi b o ’lgan ho lda un ing y ig ’indisi f ( x )  g a  ten g  b o ’ladim i, 

bundan q a t’iy nazar, uni / ( x )  funksiyan ing  T ey lo r qatori deb  atadik.

T abiiy  ravishda quyidagi savol tu g ’iladi: qachon  b iro r ( /Д о )  o ra liqda  

berilgan , istalgan tartibdagi hosilaga ega b o ’lgan / ( x )  funksiyan ing  T ey lo r qatori

^  n \ 1! 2! n\

shu o ra liqda  xuddi shu  / ( x )  g a  yaqinlashadi.
22-teorema. / ( x )  funksiya b iro r ( - r ,  r) ( r  > O) o ra liqda  istalgan tartibdagi 

hosilaga ega b o ’lib, un ing x  =  0 nuqtadagi T ey lo r qatori

v 1! 2! n\
b o ’lsin.
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Bu q a to r ( - r ,  /•) o ra liqda  f ( x )  g a  yaqinlashish! uchun f { x )  funksiya T eylor 

form ulas!

/ W = / ( 0 ) + ^ x + ^ ® V 4 . . . . + ^ t̂ - ) x- + r„(x) ( H M )
1! 2! n\ / \

n ing qo ld iq  hadi barcha x  e  ( -  r ,  r)  da  no lga intilishi [lim rn (x )  =  О j z aru r va
> l-»oc

yetarli.
< ZarurligL A vvalo  (14 .37 ) q a tom ing  koeffisien tlari bilan (14 .38 ) T ey lor 

fo rm ulasidagi k o effis ien tlam ing  b ir xil ekan lig in i ta 'k id lay m iz.
(14 .37 ) qa to r yaq in lashuvch i b o ’lib, un ing  y ig ’indisi / ( x )  g a  teng  bo ’lsin. U 

holda bu q a tom ing  q ism iy  y ig ’indisi

I! 2! n\
uchun

lim Sn(x)= f ( x )  (V x e  ( - r, r ) )

b o 'lad i. U ndan esa  (Vx e  ( -  r ,  r ) )  uchun

lim [ f ( X) S n(x)] = lim rn(x )  =  0
П ->on n -»cc

b o ’lishi kelib  chiqadi.
Yetarliligi. V xe(-r, r) da limrn(x) = 0 b o ’lsin. U holda quy idag icha

/ /m [ / ( x ) - S n(x)] =  0 b o ’lib, undan esa

l imSn( x ) = f ( x )

 ̂ b o ’lishi kelib  chiqadi. Bu esa  (14 .37 ) q a to r ( - r ,  r)  da  yaq in lashuvchi b o ’lib,

uning y ig ’ indisi / ( x )  g a  teng  bo ’lishini, y a ’ni

W  У W  1! 2! n\
ekanlig in i bild iradi. ►

O d atda  keyingi m unosabat o ’rinli b o ’Isa, / ( x )  funksiya  T ey lo r qatoriga 
yoyilgan  deb  ataladi.

23-teorema. A gar / ( x )  funksiya  ( - r ,  r)  o ra liqda ( r  > 0 )  darajali qatorga 
yoyilgan b o ’lsa:

/ ( x ) =  <z0 +  a lx  +  a 2x 2 +... + anx n +  ... (14.39)
bu q a to r / ( x )  funksiyan ing  T ey lo r qatori b o ’ladi.

« 2 0 -te o re m a  v a  un ing na tijasiga  k o ’ra  (1 4 .3 9 ) darajali qa to r ( - r ,  r) 
oraliqda istalgan m arta  (hadm a-had) d ifferensiallanuvchi b o 'lib ,

/ ' ( x ) =  l a ,  + 2 a 2x  + 3 - a 3x 2 +... + nanx H~l + ... 

f" {x)=  1 •2 a 2 +  2• 3• a }x  + ... + n(n - l ^ x "  2 + ...

/ " ( x ) =  l -2 -3  a 3 +... + n (n -  \ \ n -  2)anx" '‘ + ...
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/ % ) =  1 .2 -3  - ( и - 1 Н  +

b o ’ladi. K eyingi teng lik larda  дг =  0 deb  quyidag ilarn i topam iz:

a „  =  / ( o ) ,  a, = / ^ 2 - ) , . .
I! 2! 3! n\

N atijada  (14 .39 ) qatorn ing  k o ’rinishi quy idag icha  b o 'lad i:

/ Ы = / ,о)+ / Й , + Г № , ч . . . + ^ - к - + .. ►
1! 2! n\

Q uyida  funksiyan ing  T ey lo r qa toriga  yoy ilish in ing  yetarli shartini 
ifodalovchi teorem ani keltiram iz.

24-teorema. / ( x )  funksiya  b iror r)  o ra liqda  istalgan tartibdagi hosilaga 

ega b o ’lsin. A gar shunday Л/ >  0  soni m avjud b o ’lsaki, b archa  V x e ( - r ,  r) 
ham da barcha /2 =  0, 1, 2, ... uchun

| / % ) | s m  0 S ’ = /W )
tengsiz lik  bajarilsa, u ho lda ( ~ r ,  r) o ra liqda  f ( x )  funksiya T ey lo r qatoriga 
yoy ilad i, y a ’ni

/ ( х) = ў / ! ^ х- = / (° )+ / ^ ) ,  + / 5 ) хЧ . . .
И5 n! y W  1! 2!

b o 'lad i.
4  / ( x )  funksiya uchun T eylor form ulas!

+ ...t  tr .(x )
1! 2! л!

ni yozib. un ing  L angraj k o 'rin ish id ag i qo ld iq  hadi

ni o laylik . U holda

/ (,,(&)

b o ’ladi. A gar

(л  + 1)!
x

s " R i )

l im  т^-— г  =  0 
—  (л + 1)

b o ’lishini e tiborga o lsak , u holda
/im rn(x )= 0  ( x e ( - r , r ) )

ekanlig in i aniq laym iz. Bu esa  (14 .39) m unosabatn ing  o ’rinli b o 'lish in i b ild iradi. ► 
2°. Elementar funksiyalarning Teylor qalorlari.
I) f ( x )  = e ' funksiyaning Teylor qatori. M a’lum ki. f ( x ) = e x funksiyan ing

(ix tiyoriy  chekli [-a,  a] (a  > O) o raliqdag i) T ey lo r form ulasi

, . x x  x" , \
e  = 1  +  -  +  —  +  . . .  +  —  +  /'„(x)

1! 2! л! "v
b o ’lib, un ing  qoldiq hadi esa Langranj k o ’rin ish ida  quy idag icha  b o ’ladi:
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' ■ W - R T ) '*  <0 < 6 < l )

(qarang, 1-qism, б -bob, 7-§). H ar bir x  e  [ -  а, я ]  (a > O) d a  e th < e x b o ’lishini 
e tibo rga  o lsak . unda

(w + 1)
ekanligi kelib  chiqadi va /? ->  oo d a  u nolga intiladi. D em ak, ixtiyoriy chekli x  da

,  V ^ x '  ,  X  x 2 x "
e  =  >  — = !  +  -  +  —  +  . . .  +  —  +  . . .  

t i  n \ 1! 2! n \

b o ’ladi.
2) f ( x ) = s i n x  funksiyaning Teylor qatori M a ’lum ki, f ( x ) = s i n x

funksiyan ing  (ix tiyoriy  chekli \ - a ,  a\ (a  > O) o raliqdag i) T ey lo r form ulas!
J  S 2 * - l

s i n  x  =  x  +  —  +  . . .  +  ( -  l ) " 4  7 г  +  r ,  ( x )
3! 5! V У ( in  - 1) 2Л ;

bo ’ladi. Bu form ula qo ld iq  had in ing  L agranj k o ’rin ishidan foydalanib , (qaralsin .
I -q ism , 6 -bob , 7-§) Vx e  [ -  a, a\ (a > 0) uchun

(2/1 + 1) 
bo 'lish in i topam iz. U ndan

lim j2n{x)= 0  

b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak, Vx uchun
v 2 « - l  , 3  „ 2 , - 1

sinx = y ( - l ) "    r  - x  + - -  + ... + ( - 1)"17  r + ...
; ( 2 / j - l )  3! 5! v '  ( in  - 1)

b o ’ladi.
3) f ( x ) =  cosx  funksiyaning Teylor qatori Bu funksiyan ing  T ey lo r form u-

lasi
2  4 2«

c o s x  =  1 — -—  + —  +  . . . + ( - l ) " 7 r +  / v ( x )
2! 4! V '  ( In )  2Л '

qold iq  had in in g  L agranj k o ’rin ish idan foydalanib  (qaralsin , 1-qism, 6-bob , 7-§)
Vx e  [ -  а, я ]  (я  > 0) uchun

„ 2 » * 2

jr, (xl < 7  r
|2 Л  * (2/1 + 2)

b o ’lishini topam iz. U ndan
/ /w r 2n(x ) =  0

b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak, Vx uchun

cosx = Y ( -  O * /--c  = 1 -  —  + -  + ... + ( - 1)" / - Г  + ...
Z* (2n) 2! 4! V ; (in).

4) / ( x )  = ln(\ +  x ) funksiyaning Teylor qatori M a’lum ki, bu funksiyaning 
T ey lo r fo rm ulas! q u y idag icha  bo ’ladi:

ln(l + x) = X “ —— + — —— + ... 4- (-  I)""1— + /-.W .
2 3 4 n
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Bu form ulada x  e  [O, l] da  rn(x ) qo ld iq  hadni Lagranj k o 'r in ish id a  

q uyidag icha yozib

uning uchun

| / - „ ( 4 s - i -  (14.40)
П 4- I

b o ’lishini, x e [ - o ,  O] ( O c a c l )  b o 'lg an d a  esa  r„ (x ) qo ld iq  hadni Koshi 

k o ’rin ish ida  quyidag icha yozib

' . M - H r . - J M Z , ,

uning uchun

I — Q
b o ’lishini k o ’rgan ed ik  (1-qism , б -bob , 7-§).

(14 .40 ) va  (14 .41 ) m unosabatlardan  lim rn(x )=0  bo ’ lishini topam iz. D em ak,

V x e ( - 1 ,  l] da

/ „ o + x ) = f : ( - i r i - = x - ^ + 4 + - + ( - i r , - + -„=1 /7 2 3 n
b o ’ladi.

SH uni ta ’k id lash  lozim ki, /n(l +  x )  funksiya  ( - 1 ,  + co) o raliqda berilgan 

b o ’lsa ham  bu funksiyan ing  T ey lo r qatori ( - 1, +  l] yarim  in tervalda  o 'r in lid ir .

5) / ( x )  =  (l + x )"  funksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyan ing  T ey lo r 
form ulasi

z, \« , a a ( a - l )  2 a ( a - l ) . . .  ( a - / i+ 1 )  „ , ,
(1 +  x )  =  I H —  x  — --------V + . . .  +  - ^ ------------ — >----------------' x  + r ( x )

1! 2! n \

b o ’lib (qaralsin  1-qism, 6 -bob , 7 -§), un ing qo ld iq  hadi Koshi k o ’rin ish ida  
quy idag icha bo ’ladi:

Г,(л) = (?— -) (! + вхУ '-'(l -  в)" х"", (о < 6? < I).

Uni ushbu

k o ’rin ish ida  yozib  olam iz.
A ytaylik  - 1  <  x <  1 bo ’lsin. U nda b irinchidan,

H m - U a - l X a - 2 ) . . .  [ ( a - l ) - ( n - l ) ] x *  = 0 ,  
n\

chunki bu yaqinlashuvchi



qatorn ing  um um iy  hadi (bu qatorn ing  yaq in lashuvchilig i D alam ber alom atiga 

k o 'ra  ko ’rsatiladi), ikk inch idan , |a x |( l- |x j) °  ' <ах{\ + 6х)а ' < jaxj(l + jxj)" ' va 

\ - 0
nihoyat, uchinchidan

l + t i r
1 b o ’lganligidan lim r„(x)=0  b o 'lish i

ll + ftc

kelib  chiqadi. D em ak, |x| < 1 da

z, v- , a a ( a - l )  2 a ( « - 1 ) ... (а -И  + 1) „(l + x) =1 + - х  + -^ t x 2 1   x +...
1! 2! n\

b o ’ladi.

Mashqlar
14.12. Ushbu

(л =  1 .2 ,3 ,...)

funksional ketm a-ke tlikn ing  [O, +oo) da  lim it funksiyasi top ilsin  va unga 
n o tek is yaq in lash ish! isbotlansin.

14.13. A gar { /,(x )}  va  {g„(x)} funksional ketm a-ke tlik lar M  с  R to ’p lam da m os

ravishda / ( x )  va  g (x )  funksiyalarga tek is yaqin lashuvchi b o ’lsa,

(-t) +  Pg„ (^)} ( «  g  /?, P  z  R)
funksional ketm a-ketlik  M  to ’p lam da a / ( x ) +  y 9 g (x ) funksiyaga tekis 
yaq in lash ish! isbotlansin.

14.14. U shbu [O, l] da  berilgan

(.(* )=

0 , agar x  =  0  vo — < x  < 1 6 0 '  Isa, 
n

\,agar x  = —  bo' Isa,
In

chiziqli funksiya, agar 0 < x  < — , —  < x <  —
In  I n  n

funksional ketm a-ketlikn ing  lim it funksiyasi / ( x ) =  0  ga  [O, l]  da  notekis 
yaqinlashish! k o ’rsatilsin.

14.15. A g ar ushbu

i > „ M
«=1

funksional q a to r M  с  R t o ’p lam da tekis yaqin lashuvchi b o ’lsa,
k ( x ) }  (л =  1, 2 , 3 ,.. .)

funksional ketm a-ketlik  M  to ’plam da / ( x )  = 0  funksiyaga tekis 
yaqinlashish! isbotlansin.

14.16. U shbu

± ( п  + \ У  ( - l < x < l )
»1=1

funksional qa to r y ig ’indisi topilsin .
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14.17. A y tay l ik ,
к )  ( " = 0 . 1 ,  2 , 3 ....... a „ * 0 )

so n la r  kc tm a-ke t l ig i  uchun

a„
lim

4 n+\
l im it  m av ju d  b  ls in .  U h o lda

и=0

daraja l i  q a to m in g  y aq in la sh ish  radiusi

r =  lim
4 n+\

b o ' l ish i  isbotlansin .

136



15 -B O B

X o sm a s in te g ra l la r

M azk u r kursn ing  9. 10- boblarida  funksiyan ing  aniq integrali (R im an 
in tegrali) tushunchasi k iritilib , u batafsil o ’rganildi. Integral bayonida integrallash 
o ra lig 'in in g  cheklilig i va  funksiyan ing  chegaralanganlig i bevosita  ish tirok  etdi.

Endi aniq integral tushunchasin i:
1) cheksiz  o ra liqda  aniq langan funksiyalarga;
2) chegaralanm agan  funksiyalarga

nisbatan  um um lashtirilish in i qaraym iz. O datda, bunday in tegrallar xosm as 
in te ra llar deyiladi.

l-§. Cheksiz oraliq ho 'yicha xosmas integrallar 
1°. Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchasi. f { x )  funksiya 

/£7,+oo; o ra liqda berilgan  b o 'lib . un ing  istalgan [ a . t ]  q ism ida  integrallanuvchi 
b o ’lsin {a&R. t e R ,  I >a) .  R avshanki,

\ f ( x ) d x

integral t o 'zg a ru v ch ig a  b o g ’liq b o ’ladi:

F { t)= \f(x )d x .
4 °

l- ta ’rif. A gar t ->  +oc da F(t)  funksiyan ing  lim iti m avjud b o ’lsa, bu limit 

f ( x )  funksiyan ing  [a ,-но) o raliq  b o 'y ich a  xosm as integrali deyiladi va

1 ] f ( x ) d x  (15.1)

kabi belg ilanadi:

J f ( x ) d x  -  lim F ' ( t ) -  lim  \j f { x ) d x .

A g ar r ->  -ко d a  F'{t) funksiyan ing  lim iti m avjud va chekli bo ’ lsa, (15.1) 
xosm as integral yaq in lashuvchi deyiladi.

A g ar / ->  + 0 0  da  F(t)  funksiyan ing  lim iti ch ek siz  yoki F{l) funksiyaning 
limiti m avjud b o ’lm asa, (15 .1) xosm as integral uzoqlashuvchi deyiladi.

M asalan , ushbu

fe ~ xdx
0

xosm as integral yaq in lashuvchi b o ’ladi, chunki

lim [ e~*dx = lim  ( -  e~' + 1)= 1
/-►♦«Iq /-+4-Я

va dem ak.
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J  e~xdx =  1. 
о

Funksiyan ing  (-со, a ]  va ( - 0 0 , +  oc) o ra liq lar bo ’y icha  xosm as in tegral lari va 

ularning yaqinlashuvchilig i (uzoq lashuvch ilig i) yuqoridagi kabi ta ’riflanadi:

f f(x )d x  =  lim  f f(x )d x ,
t  —►“ OO 

- X  I

J  f{ x )d x  =  /wz

M asalan . ushbu

l + x 2

xosm as in tegral yaqin lashuvchi bo ’ladi. chunki
0 j n

lim  [  г  =  /zm ( -  arctgt) =  —
l +  x  '-* «  2

va dem ak.

J  —
i l  +  .

Shunday  qilib , xosm as in tegrallar avval o ’rgan ilgan  in tegraldan lim itga o ’tish 
am ali orqali yuzaga  kelar ekan.

15.1-misol. U shbu
«° .Vy
I  ( " > ° .  « > 0 )

xosm as integral yaq in lashuvch ilikka  tekshirilsin .
^ T a ’rifga  k o ’ra

7  с/х j. с/х-
—  =  ///и — .
X °о  a  A

A ytay lik , a  <  I va  a  =  1 bo ’lsin. Bu ho lda, m os ravishda

lim  f — =  l im —-— - c z l" ) =  +cc, 
x "

//m  f —  =  lim (int — lna)=  +cc
f - > f< c  ^  Д* / —>+<30

b o ’ladi.
A ytay lik , « >  1 b o ’lsin. Bu holda

A

¥

lim f — = lim
(-»♦* x  <-»+«

b o ’ladi.

- o r  + 1 - a  +1 

138

a  - 1



Shunday qilib

7 4  (a  > 0, «  > 0)

xosm as integral a  > I b o ’lganda yaq in lashuvchi, «  <  1 b o 'lg an d a  uzoqlashuvchi 
b o ’ladi- ►

B iz quy ida, asosan, / ( л )  funksiyan ing  [a, +  co) oraliq  b o 'y ich a  | / ( д ) с / г

xosm as in tegralin i o 'rg an am iz . ( - o o .a ]  va  (-o o , +  co) o ra liq lar b o ’y icha  xosm as 

in tegrallar teg ish licha bayon etilish i m um kin.
2". Xosmas integra/laming yaqinlashuvchiligi. Integralning absalyulyaqin

lashuvchiligi. X osm as in teg rallam ing  yaq in lashuvch ilig i shartlarin i keltiram iz.
F araz  q ilay lik , / ( x )  funksiya [а , + ю )  o ra liqda berilgan b o ’lib, 

У х е  [a , + <n) da

/ ( * ) > 0
b o ’lsin. U  ho lda V /,,/2 е ( а , + co) uchun Z, <Z2 b o ’lganda

F (/2 ) = \ f ( x ) d x  = )  f ( x ) d x + l f ( x ) d x  = F(ll )+  j  / ( j : ) A  > F (f,)

D em ak,

F ( l ) = \ f ( x ) d x

funksiya [a . + oo) da  o ’suvchi b o 'lad i.

I-teorema. f ( x )  funksiya l a ,  + *>) o ra liqda berilgan  b o 'lib , V x e  [a,  + <x>)
da

/ М а о
b o ’lsin. Bu funksiyan ing  /а . + ю )  o ra liq  b o 'y ich a  xosm as integrali

J/(4fr
ning yaq in lashuvchi b o 'lish i uchun,

F ( l ) = \ f ( x ) d x  

funksiyan ing  yuqoridan  chegaralangan , y a ’ni
I

3 C e  R. V /e  [a. + oo/- J f{ x )J x  < С

b o ’lishi zarur va yetarli.
< ZarurligL A ytay lik , xosm as integral

J / ( j>

yaqin lashuvchi b o ’lsin. U holda
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lim F ( l ) =  lim I  f ( x ) d x  =  J

m avjud va chekli b o 'lib ,
J  = supF(t )

b o 'lad i. A niq yuqori chcgaran ing  ta ’rifiga  k o ’ra, V t e [ a ,  + <x>) da 

F ( l ) = \ f ( x ) d x < ] f ( x ) d x

y a ’ni

f(0=j/(x)*SC
b o ’ladi.

YetarliligL A ytaylik,
t

3C  e  R, \/te .[a , +<x>): |  f ( x )d x  < С

b o ’lsin. U nda m onoton funksiyan ing  lim iti haq idag i teo rem aga  k o ’ra  ushbu
lim

lim it m avjud va chekli b o ’ladi. D em ak, j  /(дг)гА' xosm as integral

yaq in lashuvchi. ►
Eslatma. A gar \ /x e  [a , + <x>) da  / ( x ) >  0 b o ’lib,

F ( l)= \f( x )d x

funksiya yuqoridan  chegaralanm agan  b o ’lsa, |  f { x )dx  xosm as integral

uzoqlashuvchi b o 'lad i.
2-teorema. Faraz q ilay lik , f { x )  va  g (x )  funksiyalari [а, + ю )  o ra liqda 

berilgan  b o ’lib, Vx e  [а, + ю)  da

0 S /(x )S g (x )
bo 'ls in .

A gar ^g(x)dx  xosm as in tegral yaq in lashuvchi b o ’lsa, J f( x )d x  xosm as
a a

integral ham  yaqin lashuvchi b o ’ladi.

A gar j f{x )d x  xosm as in tegral uzoqlashuvchi b o 'lsa , \g (x)d x  ham
a  a

uzoqlashuvchi b o 'lad i.

4  A ytaylik , J g{x)dx xosm as in tegral yaq in lashuvchi b o ’lsin. R avshanki,
a

140



J f{x )d x  < \g (x )d x  < I  g{x)dx

b o ’ladi. B undan |  f( x )d x  n ing  yuqoridan  chegaralanganlig i kelib  chiqadi. 1- 

teo rem aga k o 'ra

! / ( * > *

xosm as integral yaq in lashuvchi b o ’ ladi.

A ytay lik , J f{x )d x  xosm as integral uzoqlashuvchi b o ’lsin. U holda

F (l)= \f(x )d x  

funksiya  yuqoridan chegaralanm agan  b o ’lib,

\ f ( x )d x < \g (x )d x

tengsiz likka  k o 'ra

\g (x)dx

funksiya ham  yuqoridan  chegaralanm agan  b o 'lad i. Y uqorida keltirilgan  eslatm aga 

b inoan ^g(x)dx  xosm as integral uzoqlashuvchi b o ’ladi. ►

15.2-mis о I. U shbu

7  cos*3x

I w t t *
xosm as integral y aq in lashuvch ilikka  tekshirilsin .

4  R avshanki, integral ostidagi funksiya

/ W = £ 2 ^ > o

b o ’ladi. A yni p ay tda  x  > 1 b o ’lganda 

tengsiz lik  bajariladi. Q uyidagi

V i+x6

f t  \ COS*Зх I

Л 1 ) - Ж 7 7 * Л

T —
! x y,

xosm as integral yaqin lashuvchi (qaralsin , 15.1-m isol) b o ’lganligi uchun 2- 
tcorcm aga k o ’ra  berilgan  xosm as integral yaq in lashuvchi b o 'lad i. ►

Endi fa ,  + co) o ra liqda berilgan  ix tiyoriy  f ( x )  funksiya xosm as integrali
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ning yaq in lashuvchilig i haqidagi teorem ani keltiram iz.
3-teorema. (Koshi teoremasi). U shbu

Т / м *

xosm as integral yaqin lashuvchi b o ’lishi uchun
V f  > 0, 3 / 0 >  a, V t'> t0, V / " > / 0

b o ’lganda

f / ( ^

tcngsiz likn ing  bajarilishi zarur va  yetarli.
^  M a’lum ki,

7 / ( ^
xosm as in tegraln ing  yaq in lashuvchilig i / ->  + 0 0  da

F (t)= \f(x )d x

funksiyaning chekli lim itga ega  bo ’lishi dan iborat.
Funksiyan ing  chekli lim itga  ega  b o ’lishi haq idag i Koshi tcorem asiga  

(qaralsin , 4-bob. 6 -§) binoan,

V f > 0 . 3r0 > a, V t'> t0, V / " > / 0 : |F ( / " ) - F ( r ' ] ( < f

y a ’ni
1'

| ғ ( / * ) - ғ И = \ f ( x ) J x - \ f { x ) d x \ f ( x ) d x <8

b o ’lishi zarur v a  yetarli ed i. ►
Bu nazariy  aham iyatga ega  b o ’lgan m uhim  teo rem a b o ’lib , undan xosm as 

in tegrallam ing  yaq in lashuvchanlig in i an iq lashda  foydalan ish  k o ’p incha  qiyin 
b o ’ladi.

X osm as in teg rallam ing  yaq in lashuvchan lig in i an iq lashda  ko ’p 
q o ’llaniladigan alom atlardan birini keltiram iz.

4-teorema. (Dirixle alomati). f ( x )  v a  g ( x )  fu n k siy a la r [a, + <n) o ra liqda 

berilgan b o ’lib , u lar quyidagi shartlam i bajarsin:
1 ) f ( x )  funksiya [а , + оэ) o ra liqda  uzluksiz  va  un ing shu oraliqdag i 

bo sh lan g ’ichi F(x) {F'(x ) =  / ( x ) )  funksiyasi chegaralangan;

2 ) g (x )  funksiya  [a , + cc) o ra liqda  g '( x )  hosilaga  ega  va  u uzluksiz  

funksiya;
3) g (x )  funksiya [a , + cc) o ra liqda kam ayuvchi;



4) lim  о(дг)= 0 . U ho ld a  J f(x )g (x )d x  in tegral yaqin lashuvchi b o ’ladi.

U zluksiz  f i x )  va g ( x )  funksiya larn ing  ko 'p ay tm asi / ( x ) g ( x )  funksiya 
ham  [а , + ю )  o ra liqda uzluksiz  b o ’lgani uchun, bu / ( x ) g ( x )  funksiya istalgan 

/а, (J o ra liqda in tegrallanuvchi b o ’ladi, y a 'n i

< p{t)=\j(x)s{x)dx (I5 2 )

integral m avjud.
/-> + = »  da (p { t)  funksiyan ing  chekli lim itga ega  b o ’lishini k o ’rsatam iz. 

T eorem an ing  I- v a  2- shartlaridan  foydalanib , (15 .2) integralni b o ’laklab 
h isoblaym iz.

j f{x)g(x)dx = j g{x)JF{x) = g i x ^ F i x ^  -  J F(x)g'{x)dx. (15.3)

O ’ng  tom ondagi birinchi q o ’sh iluvchi uchun ushbu
|g ( / )F ( /J  <  M g(/) (М  =  sup\F(l) < +oo) 

tengsiz likka  ega b o ’lam iz. U ndan, / ->  +oo da g ( / ) - >  0 b o 'lish in i e ’tib o rg a  o lsak,

U m j( l)F ( l )= 0

b o 'lish i kelib  chiqadi.

Endi o 'n g  tom ondagi ikkinchi J F(x)g'{x)dx hadni qaraym iz. M odom iki,

g (x )  funksiya [а. + ю )  o ra liqda  uzluksiz  d ifferensiallanuvchi ham da shu oraliqda
kam ayuvchi ekan, unda Ух e  [a , + cc) d a  g '( x ) < 0  bo ’lib,

} F{x)g'(x)dx < M \\g '(x]dx = -M \g '(x )d x  =  M \g (a )-g(t)]< Mg(a)

(g l)> 0 )
b o ’ladi. Shunday q ilib . / o ’zg aruvch in ing  barcha t> a  q iym atla rida

integral ( /  o ’zg aruvch in ing  funksiyasi) yuqoridan  chegaralangan . U holda I-

teo rem aga  k o ’ra J F{x)g'{x)Jx in tegral yaqin lashuvchi b o ’ladi. Dem ak,
a

t
lim J F(x)g'(x)dx

lim it m av jud  va chekli.
Y uqoridag i (1 5 .3 ) teng likda  /  ->  +oo d a  lim itga o ’tib, U shbu

\fU )g (* )d x



lim itn ing  m avjud ham da chekli b o 'lish in i topam iz. Bu esa  \ f ( x ) g ( x ) d x

in tegraln ing  yaq in lashuvchilig in i b ildiradi.
15.3-misoL U shbu

r sm x  , /
\ — dx (a> 0)

sm x 
x

integral yaq in lashuvch ilikka  teksh irilsin .

« B u  integraldagi f ( x ) = s in x ,  g(x)=  (a  > 0 )  funksiya lar yuqorida  kel-
x

tirilgan  teo rem an ing  barcha shartlarin i qanoatlantiradi:
1) f ( x ) = s in x  funksiya / 1, +  co^ o raliqda uzluksiz  va b o sh lan g ’ich funk

siyasi F (x)= -cosx  chegaralangan ;

2 ) g (x ) = ~  funksiya f \ ,  + <*>) o ra liqda g '( x )  = — ^  hosilaga  ega  va  u 

uzluksiz;

3) g ( x ) =  ~  (a  > o )  funksiya [\, + <n) o ra liqda kam ayuvchi;
x

4) lim g ( .r )=  lim =  0 ( a > 0 )  b o 'lad i. D em ak, D irix le  a lom atiga  k o ’ra 

berilgan integral yaq in lashuvchi. ►

f ( x )  funksiyaning xosm as integrali J  f(x )d x  b ilan b ir qa torda

l l A A *

xosm as integralni qaraym iz.

5-teoremu. A gar Ц/(х)|и!х integral yaqin lashuvchi b o ’lsa, u ho lda J /(x )cA  

integrali ham  yaqin lashuvchi b o ’ladi.

« Shartga  k o ’ra J |/(x ] |a !r  in tegral yaq in lashuvch i. 4 -teo rem ag a  asosan, 

V £ :> 0  o linganda ham , shunday  / 0 ( / 0 >  a)  top ilad ik i, t '> t0, l" > i0 bo ’ lganda
I '

J |/(x )< &  < £ tengsiz lik  bajariladi.
/■

A gar

s / l / W *
I '  I '

tengsizlikni e ’tibo rga  o lsak , u holda

\  f{x )d x  <£
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b o 'lish in i topam iz.
Shunday  q ilib , V c  > 0 son o lin g an d a  ham , shunday  /„ (z0 > a) top ilad ik i, 

/ ' > /0 , Г > /0 b o 'lg an d a

j f ( x )d x < £
I'

W
b o 'lad i. B undan 4-tco rem aga asosan  j  f{x )d x  in tegraln ing  yaq in lashuvchilig in i 

topam iz. ►

2-ta'rif. A gar ||/(x ) |(Z r integral yaq in lashuvchi b o ’lsa, |/(.v)a!x ' absolyut

yaq in lashuvchi integral deb  a taladi, / ( x )  funksiya esa fa , + <x>) o ra liq d a  absolyut 
in tegrallanuvchi funksiya deyiladi.

3-ta ’r i f  A gar |/(x )fltc  integral yaq in lashuvchi b o ’lib, ||/(х]|«Л : integral

uzoqlashuvchi b o 'lsa , J f(x )d x  shartli yaq in lashuvch i integral deyiladi.

Shunday  qilib , J / ( x )cZy x osm as in tegraln i yaq in lashuvch ilikka  tekshirish  

quyidagi ta r t ib d a o lib  borilish i m um kin:

Vx 6  [a , + w )  da  / ( x ) >  0 b o ’lsin. Bu ho lda | / ( x ) t / x  in tegraln ing  y aq in la 

shuvchi (uzoq lashuvchi) ligini yuqorida  keltirilgan  a lom atlardan foydalanib  topish 
m um kin. B oshqa ho llarda  / ( x )  funksiyan ing  |/ (x ) j  ab so lyu t q iym atin ing

[a , + <n) o ra liq  b o ’y ich a  ^\f{x)dx  in tegralin i qaraym iz. R avshanki, keyingi 

in tegralga n isbatan  y ana  yuqoridagi a lom atlam i q o ’llash m um kin. A g ar b iror 

a lom atga  k o ’ra J |/(x )d £ r in tegralin ing  yaq in lashuvchilig i topilsa , unda  5-

teo rem aga ko ’ra berilgan  \ f ( x )d x  in tegraln ing  ham  yaqin lashuvchilig i (hatto  

abso lyu t y aq in lashuvch ilig i) topilgan b o ’ladi.

A g ar b iro r a lom atga k o 'ra  J|/(x)|<aEr in tegralin ing  uzoqlashuvchilig in i aniq la-

sak, aytish  m um kinki, |  f{x )d x  yoki uzoqlashuvchi bo 'lad i yoki shartli y aq in la 

shuvchi b o ’ladi va buni an iq lash  q o 'sh im ch a  tahlil q ilishni talab  etadi.
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3°. Yaqinlashuvchi xosmas integrallaming xossalari. R im an in tegralin i 
um um lash tirishdan  hosil q ilingan yaq in lashuvch i xosm as in teg rallar ham  shu 
R im an integrali xossalari singari xossalarga  ega.

f ( x )  funksiya [a, + <x>) o ra liqda  berilgan  b o 'ls in .

1) A gar f { x )  funksiyan ing  [a , + cc) o ra liq  b o ’y icha  integrali

yaqin lashuvchi bo ’lsa, bu funksiyaning [e, + <x>) (a <e) o ra liq  b o ’y icha  |  f(x)dx 

integrali ham  yaqin lashuvchi b o ’ladi va  aksincha. B unda

f / ( 4 A  = } > Jf(x)dx (15.4)
b o ’ladi.

4 A niq  integral xossasiga  k o 'ra

J f(x)dx  = J f(x)dx  + J f  (лг)dx (a < t < cc) (15.5)

b o 'lad i. j  f{x)cix in tegral y aq in lashuvch i, y a 'n i

J /(x> fe=  lim \ f (x )dx
J I —+ ♦ Xa  a

lim it m avjud va chekli b o ’lsin. Y uqoridagi (1 5 .5 ) m unosabatn i ushbu 

j f{x)dx = \ f (x )dx  - ] f { x )d x  

ko ’rin ishda yozib , / ->  +oo da lim itga  o ’tib  quy idag in i topam iz:

/* я  } /(х )Л  = - | / ( х ) *  = J f (x )dx  - ] / ( x )dx .

B undan esa J f{x )dx  in tegraln ing  yaq in lashuvch i va

f / ( x ) & = J / ( x ) * - j / ( * ) A :

y a ’ni

/ / ( х ) Л  = } / ( х ) Л + / / ( х ) Л

ekanligi kelib  chiqadi.

X uddi shunga  o ’xshash  | f(x )c b  in tegraln ing  yaq in lashuvch i b o ’lishidan

J / { х у к  in tegraln ing  ham  yaqin lashuvchi ham da (15 .4) fonn u lan in g  o ’rinli 

b o 'lish i ko ’r s a t ila d i>
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2 ) A g ar \ f ( x )d x  in tegral yaqin lashuvchi b o ’lsa, u ho lda \c f{x)dx  integral
a  a

ham  yaq in lashuvchi b o ’lib,

\c f(x )ck  = c \f(x )c lx

b o ’ladi, bunda с = const.
3) A g ar \ /x e  [a . + w )  da  / ( . r ) >  0 b o ’lsa, bu funksiyan ing  xosm as integrali

[ / ( * > * >  0

bo ’ladi.
Endi f { x )  funksiya b ilan bir qatorda g(x)  funksiya ham  [a , + cc) oraliqda 

berilgan  b o ’lsin.

4) A gar j"f{x )d x  da  Jg(x)cA  in teg rallar yaq in lashuvchi b o 'lsa . u holda 

{ [/"(>:)±g(x )]tfc  in tegral ham  yaqin lashuvchi b o ’lib.

J f(x )d x ±  ]g(x)dx

b o 'lad i.
1-natija. A gar / i  ( v ) , / 2 ( x / n( x)  funksiya larn ing  har biri [а , + ю )  oraliqda

berilgan  b o ’lib, \ f k{x)dx (*  =  1 , 2  n)  in tegrallar yaq in lashuvchi b o ’lsa, u

holda

j  [c,/, (x) + c2/ 2 (x)+ ... + c j n

integral yaq in lashuvchi b o ’lib,
+“> +00 +00
J h / iW + .. .  + c„/„(x)}& = cI \ f ( x ) d x  + ... + cn j/„(x)<&
a  a  a

b o 'lad i.

5 ) A g ar У х е  [a , + со) uchun / ( x ) < g ( x )  tengsiz lik  o ’rinli b o ’lib, \f{x )d x  

va j g(x)dx in tegrallar yaq in lashuvch i b o ’lsa, u holda

\ f ( x )d x  < ]g{x)dx
a a

b o ’ladi.
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Y uqorida  keltirilgan  2- 5- x ossa  lam ing  isboti x o sm as integral va uning 
yaq in lashuvchilig i ta ’riflaridan  bevosita  kelib  chiqadi.

O'rta qiymat haqidagi teorema. f ( x )  va g(x)  fu n k siy a la r /a , + <x>) o ra liqda 
berilgan b o ’lsin. f ( x )  funksiya shu o ra liq d a  ch egaralangan , y a ’ni shunday m  va 

M o ’zgarm as son lar m avjudki, Vx e  / а, + ю )  uchun

m < f ( x ) <  M
b o 'lib , g (x )  funksiya  esa  [a , + <x>) da  o ’z  ishorasin i o ’zgartirm asin . y a 'n i 
Vx 6  /"u, + oc) uchun har doim  g (x )  > 0 yoki g ( x ) < 0  b o ’lsin.

6 ) A g ar { f(x)g(x)dx  va Jg (x )c /r in tegrallar yaq in lashuvch i bo ’lsa, u holda

shunday o ’zgarm as /л (m < /j < M )  son  top ild ik i,

J/{x)g{x)dx = fjJg{x)dx (15.6)

teng lik  o ’rinli b o 'lad i.
< Y uqorida keltirilgan g (x )  funksiya  [a . + co) o ra liqda  m anfiy  b o ’lm asin: 

g ( x ) >  0 (Vx e  [a , + cc)). U ho lda
m g ( x ) ^ / ( x ) g ( x ) <  Mg(x) 

b o ’lib, unda  esa  (R im an in tegralin ing  teg ish li xossasiga  k o ’ra)
/ I I

/ и |g(x)dx < j  f(x)g(x)dx < Л -/|g{x)dx b o 'lish in i topam iz. K eying i, tengsiz lik larda

t —> + 0 0  da  lim itga  o ’tsak ,

m \g(x)dx  5  J/(x )g (x )tifx  < M \g{x)dx  (15.7)

ekanligi kelib  chiqadi. Ikki holni qaraylik:

a) jg (x ) t/x  = 0 b o ’lsin. U holda \f{x )g{x)dx  =  0  b o ’lib , bunda  /v deb 

m< ц <  M  tengsiz lik lam i qanoatlan tiruvch i ixtiyoriy  sonni o lish  m um kin.

b) j g{x)clx > 0 b o 'ls in . Bu ho lda (15 .7) tengsiz lik lardan

^  M

b o ’lishi kelib  chiqadi. A gar

J/(x)g(x>&

\g (x)dx

148



deb olsak , unda

\f(x )g (x )d x  = ̂ l \g{x)cLx

b o 'lad i.
[a, + <x>) o ra liqda g ( x ) <  0  b o ’lganda (15 .6) form ula xuddi shunga  o ’xshash 

isbotlanadi. ►
13u 6 - xossa o 'r ta  qiym at haqidagi teo rem a deb  ham  yuritilad i.
4". Xosmas integrullarni hisoblash. U shbu

J = j f { x ) d x

xosm as integral yaq in lashuvchi b o 'ls in . Uni h isoblash m asalasin i qaraym iz.
I) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz q ilay lik , f ( x )  funksiya  f  a,+ <n) 

o ra liqda  uzluksiz  b o 'ls in . M a’lum ki, bu ho lda f { x )  funksiya shu o raliqda ф{х) 
{ф'(х)= /( .v ) , x e  [a, + ccj) bo sh lan g ’ich funksiyaga ega  b o ’ladi. x  +oc da 

^ (x )  funksiyan ing  lim iti m avjud va chekli bo ’lsa, bu lim itni ^ (x )  b o sh lang 'ich  
funksiyan ing  +oo dagi q iym ati deb  qabul q ilam iz , y a ’ni

lim ф(х) = ф(+ со).

X osm as integral ta ’rifi ham da N yuton-L eybnits form ulasidan foydalanib 
quy idag in i topam iz:

\ f ( x ) d x  =  lim j f{x )d x  =  lim \[ф{1)-ф {а)\ =
(15.8)

= ф(+ю)-ф(а)=ф{х\'а‘
Bu esa yuqoridag i ke lishuvga  k o ’ra  b o sh lan g 'ich  funksiyaga ega  b o ’lgan 

/ ( x )  funksiya  xosm as integrali uchun N yuton-L eybnits form ulasi o ’rinli 
b o ’lishini k o ’rsatadi.

15.4-misol. U shbu

7  1 . 1 ,
1 — s i n - a x
2 x  x

x osm as integral h isoblansin .

< R avshanki, / ( x ) = - ^ - s m -  funksiya
2

 _— , +  qo)  ora liqda  uzluksiz  b o ’lib,
x x  \_л

uning  b o sh lan g ’ich funksiyasi ^ ( x ) = c o s -  b o ’ladi. D em ak, (15 .8) form ulaga
x

k o 'ra

I I I ~
=  1 >

f 1 . 1 , 1sm  clx — cos— 
2 x  x  x
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B a 'zan  berilgan |  f{x )dx  xosm as integral o 'zg aru v ch ila rn i a lm ash tirib  yoki

b o ’laklab integrallash natijasida  h isob lanad i.
2) Bo'laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiya larn ing  har biri 

la ,  + cc) o raliqda berilgan ham da u z lu k siz  « ’(* ) va  v ' ( jc)  hosilala rga  ega  b o ’lsin.

A gar J v ( x )( /m( x )  integral yaq in lashuvchi ham da ushbu

lim u(t)= u(+ со), lim v ( /)= v (+ o o )
l-y-Kc  Z - » + x

lim itlar m avjud va chekli b o ’lsa, u holda ju(x)dv(x)  in tegral yaq in lashuvchi 

b o ’lib,

JM(xVv(x)= И(хМ̂ Г - H ^ u ( x )  (15.9)

b o ’ladi.
H aqiqatdan ham  1-qism , 9 -bob , 10-§ da keltirilgan form ulaga  ko ’ra

I u(x)clv(x)= u(.t)v(.r)|'n -  j  v(x)du(x)=  [« ( /)v (f)-« (fl)v (fl)]
(15 10)

- \ v ( x ) d u ( x )

bo’lib, bu tenglikda / ^  +oo da limitga o ’tib. quyidagini topamiz:

lim j u ( x ) d v ( x ) =  lim [u (z )v (/)-u(a)v(a)\- lim J v ( x ) d u ( x ) -
а 1 ’ X a

Shartga ko’ra f v(x)c/m(x) integral yaqinlashuvchi hamda lim [w (/)v (/)- 
a

z/(ti)v(ti)] limit mavjud va chekli ekanligini e’tiborga olsak, unda (15.10)

munosabatdan Jw(x)r/v(x) integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)

formulaning o ’rinli bo’lishi kelib chiqadi.
15.5-ntisol. Q o’yidagi

J x e - 'r fx
и

integralni hisoblansin.

< Agar m (x )= x , d v ( x ) = e ~ x d x  deyilsa, unda z/(x)v(x)|^c = x ^ ”']j^ =

,  X
=  lim ( - x e ' r )=  0, f v ( x ) d u ( x ) =  -  \ e ~ xcix  =  -  I bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra

a 0

{ i/(x)dv(x) = \xe~xdx = -xe~*\o -  j ( - e '  t )j!x =  l 
a о о
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bo’ladi. Demak,

'\xe~xdx=  1 >  
о

2-eslutma. Y uqoridagi (15 .9) form ulani keltirib  ch iqarishda  | v(x)du(x) 

in tegraln ing  yaq in lashuvchilig i ham da lim u(t)v(t) lim itn ing  m avjud va chekii
t-* + x

b o ’lishi talab  etiladi.

A g ar Jw(.v)c/v(x), J v(x )c/j<(.v) in teg rallam ing  yaqin lashuvchilig i ham da

lim u(t)v(t) lim itn ing m avjud va chekii b o ’lishi kabi uchta  faktdan istalgan

ikk itasi o ’rinli b o ’lsa, u ho lda u larn ing  uchinchisi ham da (15 .9 ) fo rm ula  o ’rinli 
b o ’ladi.

3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. Q uyidagi

J  = j / ( x ) d x

in tegraln i qaray lik . Bu in teg ralda  x  =  <p(z) dey lik , bunda ip(z) funksiya  quyidagi 

shartlarni bajarsin:
a) (o(z) funksiya [ a ,  + w )  o ra liqda  berilgan , ^ '( z )  hosilaga  ega  v a  bu hosila  

uzluksiz;
b) <p(-) f u n k s i y a / a , + 0 0 j  o ra liqda q a t’iy o ’suvchi; 

v )  (p(a) = a , <p(+ go)  = lim tp(z)=+<n b o ’lsin.

U holda J /(^ (z ))-^ '(z )d !z  integral yaq in lashuvchi bo ’lsa, unda |  f{x )d x  ham  

yaq in lashuvch i va

J f(x )d x = J / W z ) ) .  (15.11)
u a

b o ’ladi.
4  Ixtiyoriy  z  (a < z<  +oo) nuqtani o lib . unga  m os (p{z) =  t nuqtani topam iz. 

[a, /]  o raliqda 1-qism, 9 -bob , 2-§ da  keltirilgan  form ulaga k o ’ra

\ f ( x )d x  = \f{<p{z))<p'{z)dz
a a

b o 'lad i. Bu m unosabatda / ->  +oc da (b unga  z =  ^ _ l( / ) - + +oo) lim itga  o ’tib 

quyidagini topam iz:

li tn j f(x )d x  = ] f(<p(z)y <p'(z)dz.
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B u e sa  I  f(x )d x  in tegraln ing  yaq in lashuvch ilig in i ham da (1 5 .1 1 ) fo rm ula- 

ning o ’rinli b o ’lishini k o 'rsa tad i. ►

3-eslatma. J  f{x )d x  yaqin lashuvchi b o ’lsin. B u in tegralda

дг =  <p(z)
b o ’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlarni bajarsin . U holda

integral ham  yaqin lashuvchi b o ’lib,

jf(x )d x =  lf(<p(z))<p'(z)dz

b o ’ladi.
15.6-misol. Ushbu

Г /5 ./2 ;

integral hisoblansin .
R avshanki. bu integral yaq in lashuvch i. Uni h isob lay lik . A vvalo  bu integral

jc =  -  a lm ash ish  qilam iz. N atijada

+scl + —v '  y

w  Z2 

1+ .

b o ’lib, (15 .12) va (15 .13) tenglik lardan

j = i J L u l dx
2 l l + x 4

b o ’lishi kelib  chiqadi. K eyingi in tegralda 

y  + y[?~+4
x  = ДГ—  = y

X

alm ashtirishni bajarib , quy idag in i topam iz:

l Г  dy  1
a rc lg -j^

D em ak.

2 i 2 V  2V2 6 V2
n

2J 2 '

{ l +  x 2 2V2 '
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2-§. Chegaralanmagan funksiyaning  xosmas integrallari 
/". Funksiyaning maxsus nuqtasi. X  с  R to ’p lam da berilgan f{ x )  

funksiya va  x0 a  R nuq tan ing  ushbu

U6 (jc0 ) = {x €  R : x0 - S  < x  < x0 + S; x  ^  x0} (S > O)

a trofini qaraylik .

4-ta’r i f  A gar f ( x )  funksiya  Us{xa)r\X  to ’p lam da chegaralanm agan  

b o ’lsa, x 0 nuq ta  f ( x )  funksiyan ing  m axsus nuqtasi deyiladi.

M asalan ,

1) f ( x )= — funksi ya (а < х < в )  uchun x  = e  m axsus nuqta;
в -  x

2) f ( x ) =  — —̂  funksiya  (a < x < e )  uchun x  = a  m axsus nuqta;
x -  a

3) f ( x ) ~  r *— , funksiya ( x e R \ { - \ , 0 .  l}) uchun x  =  - 1 ,  x  = 0 ,  x  =  I
A *  -  U

m axsus nuqtalar b o 'lad i.
2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. f ( x )  

funksiya [а, e) yarim  in tegralda  berilgan b o ’lib, x  = e nuqta un ing  m axsus 
nuqtasi b o ’lsin. Bu funksiya [«. a) yarim  in tegraln ing  istalgan [«, /] q ism ida 

(a <t < 6')  in tegrallanuvchi bo ’lsin. R avshanki,

\ f ( x )d x

in tegral / o ’zgaruvch iga  b o g 'liq  b o ’ladi:

F ( t)= \f( x )d x .

5-ta'rif. A g ar I —> в — o da  F(x)  funksiyan ing  lim iti m avjud b o ’lsa, bu lim it 

chegaralanm agan  f ( x )  funksiyan ing  [a, e) o raliq  b o ’y icha  xosm as integrali 
deyiladi va

J / t o *

kabi belg ilanadi:

f f ( x )d x  =  lim F ( x ) =  lim \ f{ x )d x .  (15.14)
a l - * 6 - 0  1-4Я -0 a

A gar t - * 6 - o  d a  F(x)  funksiyan ing  limiti m avjud va chekii b o ’lsa, (15 .14) 
x osm as integral yaqin lashuvchi deyiladi.

A g ar t - * e - o  da /*'(x) funksiyan ing  lim iti cheksiz  yoki F(x) funksiyaning 
lim iti m avjud b o 'lm asa , (15 .14) xosm as integral uzoqlashuvchi deyiladi.

M asalan , ushbu

1 dx

0 Vl - X 2 
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xosm as integral (x  = 1 m axsus nuqta) yaq in lashuvchi b o 'lad i. chunki

lim f , ;—  = lim (arcsint)!=  lim arcs in I -  —
V I -J r 2 ' - 1-0 / - I -0  2

va dem ak.

[ dx n

(a, tf] da  berilgan f ( x )  funksiyan ing  (x  = a m axsus nuqta), (a, a) da  

berilgan f ( x )  funksiyan ing  (x  = a ,  x  = e m axsus nuq talar) xosm as integrallari 
va ularn ing yaq in lashuvchilig i (uzoqlashuvch ilig i) yuqoridagi kabi ta ’riflanadi:

« a
j  /  (x)<Zy =  lim </>(t)= lim  f f(x )d x ,
a l-* a + o  t -» a * o  t

j f ( x ) d x =  lim <p{t,s)= lim j  f(x)dx .
s-*6-o j-*e о
t-+a+o i-+a+o1

M asalan . ushbu

'r d x

I t *
xosm as integral ( x  = o m axsus nuqta) yaq in lashuvchi b o ’ladi, chunki

1 dx
lim \ ~ =  lim 2 (l -y [ i)= 2
/->+0' x  t~+w

va dem ak,

1 ^  =  2 . 
0  V x

15.7-misol. U shbu

 < f a  W f p ’k'dYa

, *, dx , e( dx ,  „X
I =  J 7  Y '  •/ 2 = Ь  w  ( « > 0 )

( x - a f  „ ( e - x f

a ( x - o f  i">a+o t ( x - a ) a 

A ytaylik , a  =  1 boMsin. Bu holda

lim  f —  = lim [ ln (x -a ) l  =  со
1-*а+0'Х — а  1-ю+о

b o ’ladi.
A ytay lik , a  ^  1 bo ’lsin. Bu holda

lim  f -  —  = lim —— ——  = l im ------- f(e -  a ) 1"  -  -  x )1 " ]
( x - a )  \ - a  /-.но 1 -  о-L

b o ’ladi. Bu lim it 0 < a  < 1 b o ’lganda chek ii, a  > 1 bo ’lganda cheksiz  b o ’ladi.
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Shunday qilib ,

J * = ) ,  ^  у - ( ^ 21 0 ) o V - a )
xosm as integral a  < I boMganda yaq in lashuvchi, « > 1  b o ’lganda uzoqlashuvchi 
b o 'lad i.

X uddi shunga o 'x sh ash  k o ’rsatish  m um kinki,

Л в  -  x )
xosm as integral a  < I bo ’lganda yaq in lashuvchi, a > 1 b o ’lganda uzoqlashuvchi 
b o ’ladi.

C hegara lanm agan  funksiyan ing  xosm as integrali haqidagi bu tushunchalarn i 
l-§  d a  keltirilgan  cheksiz  o ra liq  b o ’y ich a  xosm as integral tushunchalari bilan 
so lish tirib , u larn ing  o 'x sh ash lig in i va bu xosm as integrallarn i b itta  nuqtai 
nazaridan , y a 'n i

i / w *

integralda:
1 ) f ( x )  funksiyan ing  [a, «) oraliq  berilgan  b o ’lib, bunda a -  chekii nuqta, e-  

chekli yoki +oo;
2 ) f ( x )  funksiya  ixtiyori [a, /]  da  in tegrallanuvchi, bunda t g  [a, e) deb 

qarash  m um kinlig in i ko 'ram iz . Bu hoi chegaralanm agan  funksiyan ing  xosm as 
in tegrali haqidagi keyingi tu shuncha va  tasd iq lam i keltirish  b ilan  kifoyalanish  
im konin i beradi.

3°. Xosmas integrallaming yaqinlashuvchiligi. Integralning ahsolyut 
yaqinlashuvchiligi. A ytaylik , f { x )  funksiya  [a, в) o ra liqda berilgan b o ’lib, в 
nuqta  / ( x )  funksiyan ing  m axsus nuqtasi b o ’lsin.

6-teorema. Faraz q ilay lik , У хе [a, в )  da  f ( x ) > 0  b o ’lsin. Bu funksiyan ing  
[a, e )  oraliq  b o ’y icha xosm as integrali

] f(x )d x

ning  yaq in lashuvch i b o ’lishi uchun,

F (t)= \f{ x )d x  (a < t <e)

funksiyan ing  yuqoridan  chegaralangan , y a ’ni

BC e  R, V / 6  [a,в): \ f ( x )d x < C

b o ’lishi z aru r va  yetarli.
7-teorema. f ( x )  va  g(x)  funksiyalar[tf, в) o ra liqda berilgan  ( e  m axsus 

nuq ta) b o ’lib. У х е  [а. в )  da
0 < f ( x ) < g ( x )

b o ’lsin.
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A gar j g(x)dx yaq in lashuvchi bo"Isa, j f( x )d x  ham  yaqin lashuvch i, agar
a a

в в

J f(x )d x  uzoqlashuvchi bo ’lsa, | g{x)clx ham  uzoqlashuvchi bo ’ ladi.
a a

15.8-misol. U shbu

xosm as integral yaq in lashuvch ilikka  tekshirilsin .
< R avshanki, integral ostidagi funksiya

Д х cosx  ̂л
x )= W ~ x ~ 0

b o 'lad i. A yni pay tda , Vx e [ 0 , \)  da

n  )  W ^ x 0-4
tengsiz lik  bajariladi. M a’lum ki, g (x )  = — -— -  funksiyan ing  integrali

(1 -X )4

O0 - X ) 4

yaqin lashuvchi. U nda  7-teorcm aga k o ’ra berilgan xosm as in tegral yaqin lashuvchi 
b o ’ladi. ►

8-teorema. (Koshi teoremusi). U shbu

J f{ x )d x  ( e  m axsus nuqta)

xosm as integraln ing  yaq in lashuvchi b o 'lish i uchun
V f  > 0 , 3(5 > 0 . V /',/*, в - S < t' <e, в - S  < Г  <e:

‘j / ( x ) d x < s

b o ’lishi zarur va  yetarli.
A ytaylik , / ( x )  funksiya [a, в)  o ra liqda  berilgan , в nu q ta  funksiyan ing  

m axsus nuqtasi bo ’lib,

jf(x )c ix

uning  xosm as integrali bo ’lsin. B u integral b ilan b ir qatorda 

xosm as in tegralni qaraym iz.
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9-leorema. A gar

I l / M - f c

in tegral yaq in lashuvch i b o 'Isa . u holda

] f(x )dx

integral ham  yaqin lashuvch i b o ’ladi.
6-ta'rif. A gar

J | / ( 4 *
integral yaq in lashuvch i bo 'Isa . |  f{ x )d x  abso lyu t yaqin lashuvchi integral deyiladi.

a
в в

A g ar j f ( x )d x  yaq in lashuvchi b o ’lib, \ \ f ( x \d x  uzoqlashuvchi b o ’lsa.
a a

j  f( x )d x  shartli yaq in lashuvch i integral deyiladi.

4&. Yaqinlashuvchi xosmas integrallaming xossalari. C hegaralanm agan 
funksiyan ing  xosm as integrali ham  chek siz  oraliq  b o ’y icha  integrali xossalari kabi 
xossala rga  ega. U larni keltirishni ham da isbotlashni o ’q u vch iga  h avo la  ctam iz.

5°. Xosmas integrallarni hisoblash. f ( x )  funksiya  [a, в) da berilgan . в esa 
shu funksiyan ing  m axsus nuqtasi b o ’lsin. B u funksiyan ing  xosm as integrali

J  = ] f(x)dx

yaq in lashuvch i, uni h isoblash talab  etilsin.
I) Nyuton-Leybnits formulas!. Faraz q ilay lik , / ( x )  funksiya [а, в) da 

uz luksiz  b o ’lsin. M a’lum ki, bu ho lda f ( x )  funksiya  shu o raliqda

ф{х) {ф'{х) = f{ x ) ,  x e  [a , в ))  bo sh lan g ’ich funksiyaga ega  b o ’ladi, t - > e - o  da  
ф(х) funksiyan ing  lim iti m avjud va chekii b o ’lsa, bu lim itni ф(х) bo sh lan g ’ich 
funksiyan ing  в  nuq tasidag i qiym ati deb qabul q ilam iz:

lim ф(х)=ф(в).

X osm as in tegral ta 'r if i  ham da N yuton-L eybn its form ulasidan foydalanib 
quy idag in i topam iz:

J Л Х\ Ь  = lim } A *)dx = I»" (ФЦ) -  Ф{<>)) =Ф{в)-Ф(а) = Ф{х\] •
1—»в~0  “а а

Bu esa , yuqoridag i kelishuv asosida , bosh lang’ich funksiyaga ega  bo ’lgan 
funksiya xosm as integrali uchun N yuton-L eybn its form ulas! o ’rinli b o ’lishini 
k o ’rsatadi.



B erilgan xo sm as integral o ’zgaruvchilarn i a lm ash tirib  yoki b o ’laklab 
integral lash natijasida  h isoblanishi m um kin.

2) B o ’laklab integrallash usuli. u(x) va  v(x) funksiya larn ing  har biri [a. a) 
da berilgan  b o ’lib , shu o raliqda uz luksiz  u'(x) va  v'(x) hosila la rga  ega  b o ’lsin. в 
nuqta esa  v ( x )  m '( .v )  ham da « (x ) v '(x )  funksiya larn ing  m axsus nuqtalari.

A gar J v(x )t///(a-) integral yaqin lashuvchi ham da ushbu

lim z/(/)v(z)

lim it m avjud va chekii bo ’lsa, u holda J u(x)dv(x) in tegral yaq in lashuvch i bo"lib, 

j  u(x)dv(x) =  m (x ) v( x )|® -  j  v(x)du(x) (15.15)

b o ’ladi, bunda
w (e)v(e)=  lim u(l)v(l)

15.9-misol. U shbu

(x  + l)rA:

« Л * - 1)2

integralni qaraylik . A g ar u(x) = x  + 1 ,  dv(x)=

ul

dx deb  o lsak , unda

=  3,

J v(x)^w (x) = j  3(x - 1  )з r/x- =  -  (x -  l )з
о 0

b o ’lib, (15 .15) fo rm ulaga k o ’ra

b o ’ladi. D em ak,

j v ( 4 / u ( * ) = j i £ U k = 3 -5 ij/F?
U x  + 1>& 21

3-eslatma. Y uqoridagi (15 .15 ) form ulani k e ltirib  ch iqarishda  | v(x)du(x) 

in tegraln ing  yaq in lashuvchilig i ham da lim  [*<(/)• v(/)] lim itn ing  m av jud  va chekii
1-> в-0

b o 'lish i talab  etiladi.
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A g ar j u(x)dv(x). jv(x)t/zv(x) in teg rallam ing  yaq in lashuvchilig i ham da

lim [</(/)• v(/)] lim itn ing  m avjud va chekii b o ’lishi kabi uchta  faktdan istalgan

ikkitasi o 'r in li b o ’lsa, unda  u larn ing  uchinchisi ham da (15 .15 ) fo rm ula  o 'rin li 
b o ’ladi.

3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. f ( x )  funksiya [a, в)  da  berilgan , в 
esa  shu funksiyan ing  m axsus nuqtasi b o 'ls in . Q uyidagi

j / ( 4 f r

xosm as integralni qaraylik . B u in tegralda x  =  <p{z) dey lik , bunda  (p{z) funksiya 

f a ,  P )  o ra liqda  y / ( z ) > 0  hosilaga  ega va  u uzluksiz  ham da (p(a)= a, <p(/?) = e ,

[fp(jP)= lim <p(z)). A g ar |  f{cp{Pj)-(p'{z)dz integral yaq in lashuvchi b o ’lsa, 
z —* 6 - o a

в
holda j  f ( x )d x  in tegral ham  yaq in lashuvchi b o ’lib,

] f( x )d x = \f ( (p ( z ) ) (p \z )d :
и a

b o ’ladi.

4-eslatma. A ytaylik , ^ f( x )d x  integral yaqin lashuvchi b o 'ls in . Bu in tegralda

P
x = <p(z) b o ’lib, u yuqoridag i shartlarn i bajarsin . U holda J f((p(z)) <p'(z)dz integral 

ham  yaq in lashuvchi bo ’lib,

\ j ( x ) d x  = \f((p(z])< p\z)dz

b o ’ladi.
15.10-misol. U shbu

y  =  f — -
o (\+ xy[x

in tegralda x  = (p(:) = z 2 a lm ash tirish  bajaram iz. R avshanki, bu x  =  z 2 funksiya 

(0 , 1 7  o ra liqda  x ' =  2 z > 0  hosilaga  ega  va u uzluksiz  ham da ^(O ) =  0 ,  ^ ( l ) =  1. 

Integraln i hisoblaym iz:



3-§. Мы hint misollar
U shbu paragrafda ikkita xosm as in teg rallam ing  yaq in lashuvch ilikka  

tekshiram iz. Bu in tegrallar ke lgusida ju d a  aham iyatli bo ’ lib, u lardan k o ’p 
m asalalarni ech ishda  foydalaniladi.

15.11-misol. Ushbu

У, = \ x a-'e-*dx 
о

xosm as integral yaq in lashuvch ilikka  tekshirilsin .
R avshanki, У, cheksiz  o ra liq  b o 'y ich a  xosm as integral. A yni paytda, a < 1 

bo ’lganda x  = 0  nuqta integral ostidagi funksiyan ing  m axsus nuqtasi b o ’lgani 
sababi ./, chegaralanm agan  funksiyan ing  xosm as integrali ham  b o ’ladi.

Bu in tegralni quyidagicha

jV  W x  = } x - 'e - 'd x  + *\xa- ' e xdx
0 0 I

yozib  olam iz. S o ’ng teng likn ing  o ’ng  tom onidag i in teg rallam ing  har birini 
a loh ida-aloh ida yaq in lashuvch ilikka  tekshiram iz. In teg ra llam in g  birinchisi

j x a i e 'd x
о

da integral ostidagi funksiya uchun

e x
tengsiz lik lar o ’rinli bo ’ ladi. M a’lum ki,

0 x
integral \ - a < a  y a ’ni a > 0  da yaq in lashuvchi bo ’ ladi. U nda 7-teorem adan  
foydalanib

\ x a ' e ' d x
0

ning a  > 0  da yaqin lashuvchi b o ’lishini topam iz.
R avshanki,

O-I -* „0 + 1
lim - * -  = Hr» — -  = 0  • 

x 2

Bu holda
+ X  + 5 0  J

1 1 Л
xosm as in tegrallar b ir v aq tda  yo yaq in lashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o ’ladi. 

M a’lum ki,

*7 dx



yaqin lashuvchi. D em ak,

*\xu-xe xdx
I

xosm as integral ix tiyoriy  a ju m lad an  a>0  d ay aq in lash u v i b o ’ladi.
Shunday  q ilib , berilgan

*fxa~le~xdx
о

xosm as in tegral a >0  b o 'lg an d a y aq in lash u v ch i b o ’l a d i>
IS.12-ntisoL U shbu

J 2 = \ x a- ' ( l - x y  'dx
0

xosm as in tegral yaq in lashuch ilikka  teksh irilsin .
< Integral ostidagi funksiya uchun
1 ) a  < 1 , e >  1 b o ’lganda x =  0  m axsus nuqta;
2 ) a  >  1 , e  < 1 b o ’lganda x  =  1 m axsus nuqta;
3) о  < 1, в < I b o ’lganda x  =  0 ,  x  =  1 m axsus n u q talar b o ’ladi.
B erilgan  xosm as in tegralni yaq in lashuvch ilikka  teksh irish  uchun uni 

quyidag icha  yozib  o lam iz:

J x '- 'O  - x Y ' d x  = ]x a- ' ( \ - x y ~ 'd x  + \  x0-1 (1 -  x Y ' d x .
о 0 1

2

R avshanki,

//w(l - x)" 1 = 1, limx"_l = 1.
x  —>0 r  -» l

U holda

- o  X0 - 1 - I  ( 1 - х Г

b o 'lib , 9 -teo rem aga k o ’ra
y2 y2

j x1'”l( l - x ) n 'dx bilan ^xa' xdx, 
о о

ham da

Jx" ' ( l - x ) " 1̂  bilan J ( l - x ) e lc£c
/2  X

xosm as in teg rallar b ir vaq tda yaq in lashuvchi b o ’ladi, yoki uzoqlashuvchi b o ’ladi. 
M a’lum ki, a  > 0 b o ’lganda

Уг
\ x 0 'dx
0

xosm as integral yaq in lashuvch i, e >  0  b o ’lganda
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K M ”- 1*
Уг

xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak,
Уг

a > 0  bo’lganda |  x0-l( l - x ) e dx  integral,

e > 0  b o ’lganda j x "  ' ( l - x ) r' 1 d x  in tegral yaq in lashuvchi bo ’ ladi.

Уг
Shunday qilib ,

j v - ' O - x r 1̂
о

xosm as integral a  > 0 , « > 0  b o ’lganda  yaq in lashuvchi.

Mashqlar
15.13. U shbu

J  = j  ~~ 2~ -----
X ' +  X +  I

xosm as in tegraln ing  yaq in lashuvchilig i ko ’rsatilsin , qiym ati topilsin .
15.14. U shbu

? / ( * > &

integral uchun y aq in lashuvch ilik  teo rem alari keltirilsin .
15.15. A ytaylik , Vx 6  / a,+co) d a  / ( x ) >  0 ,  g ( x ) >  0 funksiya lar uchun

f ix)
lim ) [ = к bo ’ lsin. A gar: 

g(x)

1 ) к <+cc va  { g ( x ) d x  yaqin lashuvchi b o ’Isa, J  f{x )d x  ham  yaq in la

shuvchi;

2) k > 0  va j g(x)dx  uzoqlashuvchi b o ’lsa, J f{ x )d x  ham  uzoqlashuvchi 

b o ’lishi isbotlansin.

15.16. Y uqoridagi 15.15-m asala shartida 0 < £ < +oo bo ’lganda |  f ( x ) d x  va

j g ( x ) d x  xosm as in tegrallar b ir vaq tda  yoki yaq in lashuvch i yoki

uzoqlashuvchi b o ’lishi isbotlansin.
15.17. A ytaylik . / ( x )  funksiya [a, +oo) o ra liqda  berilgan  b o ’lib. un ing ix tiyoriy

[a. /]  q ism ida (a <1 < +oo) in tegrallanuvchi b o ’lsin. A gar x ->  +oo da
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/ м - .  4  й * о)
д:

b o ’lsa, u holda

J f W
a

xosm as integral a > \  b o 'lg an d a  yaq in lashuvch i, a < \  b o ’lganda 
uzoqlashuvchi b o 'lish i k o ’rsatilsin .

15.18. U shbu

^  sin x  .
 dx

xosm as integral

a )  a > l  b o ' l g a n d a  a b s o l y u t  y a q in l a s h u v c h i ;
b) 0  <  я  < I b o 'lg an d a  shartli yaqin lashuvchi;

v) a < 0  b o 'lg an d a  uzoqlashuvchi b o ’lishi isbotlansin.
15.19. A g ar f ( x )  funksiya  ( - c o ,+g c ) o ra liqda  berilgan  bo ’lib,

lim \ f ( x )d x  (*)
(->+00 -̂I

4
m avjud b o 'lsa . u holda | / ( x ) a f r  xosm as in tegraln ing  yaq in lashuvchi ham  

t  b o 'lish i, uzoqlashuvchi ham  b o ’lishi k o ’rsatilsin.

(O datda  (* ) lim it chekii b o ’lganda J  f{x)dx  xosm as integral bosh q iym at

m a ’n o s i d a  y a q i n l a s h u v c h i  d e y i l ib ,  V .p. j  f (x)dx  k a b i  b e lg i l a n a d i ) .
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16-B O B

P a r a m c t r g a  b o g ' l i q  i n t e g r a l l a r

U shbu bobda k o 'p  o ’zgaruvchili funksiyan ing  b itta  o 'zg a ru v ch is i b o 'y ich a  
in tegralini qaraym iz.

f ( x \ , x 2,....xm) funksiya b iror M a  Rm to 'p la m d a  berilgan  bo ’lsin. Bu

funksiyaning b itta  * * (*  =  1 , 2  m) o 'zg aru v ch is id an  boshqa  barcha

o ’zgaruvchilarin i o 'zg a rm as deb  h isob lasak , / ( * , , x 2  xm) funksiya b itta  xk
o ’zgaruvch iga bo g ’liq b o ’lgan funksiyaga ay lanad i. U ning shu o ’zgaruvchi
b o ’y ich a  integrali (agar u m avjud b o ’lsa), ravshank i, x 1, x 2 ......x*_ ,,x* t l  xm
larga bo g ’liq b o 'lad i. Sun d ay  in teg rallar param etrga  b o g ’liq in tegrallar 
tushunchasiga  o lib  keladi.

Soddalik  uchun ikki o ’zgaruvch ili f ( x , y )  funksiyan ing  bitta  o ’zgaruvchi 
b o ’y ich a  integralini o ’rganam iz. B unda  f { x .y )  funksiyan ing  у  o ’zgaruvchisi 
b o ’y icha  lim iti v a  unga intilish i xarakteri m uh im  rol o ’ynaydi.

!-§. Limit funksiya. Tekis yaqiniashish.
Limit funksiyaning uzluksizligi

f { x .y )  funksiya  M = ^x .y )e  R2 : а < х < в .  >-e £  с /?} to 'p la m d a  berilgan , 

esa  £  с  R to ’p lam ning  lim it nuqtasi b o ’lsin.
x  o ’zgaruvch in ing  [a,e\ oraliqdan  o lin g an  har bir tayin q iym atida  f { x , y )  

funksiya у  n ingg ina  funksiyasiga  ay lanadi. A g ar у  y 0 da bu funksiyan ing  

lim iti m avjud b o 'lsa , ravshanki, у  lim it x  o ’zg aruvch in ing  [a ,e ]  ora liqdan  

o lingan q iym atiga  b o g ’liq bo ’ ladi:
lim f(x,y)=<p(x,yQ)=(p{x).

У~*Уи

B u (p{x) funksiya f { x .y )  funksiyan ing  у  y 0 dagi lim it funksiyasi 

deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: V e > 0 ,  В<!> =  J ( e , x ) > 0 ,  b o ’lgan

V y e £ .  \f(x,y)-<p(x)<e.
1-ta'rif M  to 'plam da berilgan f { x , y )  funksiyaning у y^ dagi limit 

funksiyasi <p(x) bo 'lsin . V £->0 olinganda ham shunday ^  = д '(б )> 0  topilsaki, 
jy'-y-ol < 5  tengsizlikni qanoatlantiruvchi V y e E  va Vxg[c/,6-] uchun

\ f (x,y)-<p(x\<£
b o ’lsa, f { x ,y )  funksiya  lim it funksiya  (p{x) ga [a. в] d a  tek is yaq in lashad i 

deyiladi.
A ks holda, y a 'n i V 5  >  0  o lin g an d a  ham  shunday  f 0 > 0 ,  х 0 € [ о ,в ]  va  

Ij;, — _y0j < S  tengsizlikni qanoatlan tiruvch i y , e £  top ilsak i. ushbu

№ o . > i ) - * o h 5 o  
tengsiz lik  o ’rinli b o ’lsa, f ( x , y )  funksiya <p(x) ga no tek is yaq in lashad i deyiladi.
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16. l-niisol. M  = ^-x,_v)g К2 : 0 < x  < I, О < у < л-} to’plamda berilgan ushbu 
f ( x ,y ) = x s in y

funksiyaning y 0 = ~  nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqiniashish 

ko’rsatilsin.

4 Ravshanki, y ->  y 0 = ^  bo’lganda f ( x ,y ) =  x s in y  funksiyaning limiti 

~  x  gateng bo’ladi. Demak, <p{x)= ~ x .

V f > 0 sonni olaylik. Agar 8 = e  desak, u holda 

qanoatlantirgan Vy va Vxe [O, l] uchun

V3

<8  tengsizlikni

W . y ) - M = x s iny - - - x I ll • V3 -\x\sm у ~ ~y = H
. ns in у - s i n — < £

ten gsiz lik lar bajariladi. 1- ta ’rifga  k o ’ra ^  ->  у  da berilgan  f { x ,y )  = x s in y

funksiya  lim it funksiya  ф ( х ) = —- x  g a  tek is yaq in lashad i. ►

Endi f ( x , y )  funksiyan ing  lim it funksiyaga ega  b o ’lishi va unga tekis 
yaq in lash ish i haqidagi teo rem an i keltiram iz.

f { x ,y )  funksiya Л/ =  {(x , > ') g  R2 : а < х < в , у е к ]  to ’p lam da berilgan 

b o ’lib. esa  E a  R to ’p lam ning  lim it nuqtasi b o ’lsin.

l-teorenw. f ( x , y )  funksiya у  -> у 0 d a  lim it funksiya  ^ ( x )  g a  ega b o ’lishi 

va  unga tek is yaq in lash ish i uchun V/; > 0 o linganda  ham , shunday  8  = ^ ( £ ) >  0 

top ilib  |_y->-0 | < 5 ,  \ y ' - y 0\< 8  tengsiz lik larn i qanoatlan tiruvch i V y .y 'e E  
ham da Vx e  [a, e\ uchun

\ f ( x ,y ) -  f ( x , y \ < £  (16.1)
tengsiz likn ing  bajarilish i zaru r v a  yetarli.

<ZarurligL f \ X , y )  funksiya у  у 0 d a  <p(x) lim it funksiyaga ega b o ’lib,

unga [a, в] da tekis yaq in lashsin . T a ’rifga  k o ’ra, V f  > 0 o linganda  ham, ^ ga

k o ’ra  shunday  8  =  ^ ( f ) > 0  top ild ik i, \ y - y 0\< 5  tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i

V y e E  h am da V x e f f l .e ]  uchun \ f{ x ,y )-< p {x \< ^  bo ’ladi. Jum ladan

\у'~ Уо\< д  \f{x ,y ')-< p{x \ < ^  b o ’ladi. N atijada

\ f { x > y ) - f { X ' y ' } ^ \ f ( X ' y ) - < p ( x b \ f U . y ' ) - < p ( x } < £
b o ’lib, undan (16 .1) shartn ing  bajarilish in i topam iz.
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YetarliligL T eorcm adagi (16 .1) shart baj aril sin. U ho lda x o 'z g am v ch in in g  
[ti.e ] o ra liqda  o lingan  har b ir tay in  q iym atida  f { x ,y )  funksiya у  
 zg aruvch in ingg ina  funksiyasi bo ’lib , V f  > 0  o linganda  ham . shunday  
S  = <>'(£:)> 0 top ilad ik i, |_ y - j/0| < 5 .  \y '- _y0| < <Ў tengsiz lik larn i qanoatlan tiruvch i 

V_y. у '  6  E  uchun

\ f ( x . y ) - f ( x . y ' \ < s  (16.2)
bo ’ladi. Funksiya lim itin ing  m avjudlig i haqidagi Koshi teo rem asig a  asosan  
(qaralsin , 1-qism, 4-bob , 6 -§) у  - »  y 0 da  f { x ,y )  funksiya lim itga ega  b o ’ladi. 

R avshanki, bu lim it tay in langan  x ( x e  [a, e j) g a  bo g ’liq. D em ak,

lim f(x,y)= < p(x).
У->Уо

Shu bilan у  у 0 da  f ( x , y )  funksiya (p{x) lim it funksiyaga  e g a  b o 'lish i

k o ’rsatildi.
Endi у  o ’zgaruvch in i ]у - y Q\< S  tengsiz likn i qanoatlan tirad igan  q iym atda 

lay in lab, (16 .2) tengsiz likda  y ' y 0 da  lim itga  o ’tsak , u holda

\f{x .y )-< p{x]< £
hosil b o 'lad i. Bu esa  у  —> y 0 da  f ( x , y )  funksiyan ing  (p(x) lim it funksiyaga [«, n] 
da tek is yaqin lash ish in i bild iradi. ►

Endi lim it funksiyaning uzluksizlig i haqidagi teorem ani ke ltiray lik . Bu 
teo rem adan  kelgusida k o ’p foydalanam iz.

2-teorema. A g ar f { x ,y )  funksiya у  o ’zgaruvch in ing  £  to ’p lam dan  o lingan  
har bir q iym atida . x  o ’zgaruvchin ing  funksiyasi sifa tida , [a, в] o ra liqda  uz luksiz  

bo ’lsa va  у  ->  y 0 d a  f ( x , y )  funksiya (p{x) lim it funksiyaga [a,c] da  tek is 

yaq in lashsa, u holda (p{x) funksiya [<7,6'] da uzluksiz  b o 'lad i.

< y 0 ga  in tiladigan {y„} ke tm a-ketlikn i o lay lik  (y„ e  E, n =  1 ,2 ....) . Shartga 

k o ’ra har bir у„ , (и =  1, 2 , .. .)  da / ( x ,y „ )  funksiya  x  o ’zgaru v ch in in g  [a.a] 
oraliqdag i uzluksiz  funksiyasi b o ’ladi. D em ak, { /(x ,y „ )}  funksional ketm a- 

ke tlikn ing  har b ir hadi [a, в] o ra liqda  uzluksiz.

T eorem an ing  ikkinchi sh artiga  k o ’ra  V f  >  0  o lin g an d a  ham , shunday  
S  =  <?(£•)> 0  top ilad ik i, Vx e \a ,e \  uchun

|У " Уо| < 5 =>\f(.x -y)-4>(x \  <e (>’ e ^ )  (l6  3>
b o ’ladi.

y „ —> y 0 dan  yuqorida  o lingan  ^  =  5 ( f ) > 0  g a  ko ’ra  shunday  n0 &N 
top ilad ik i, V n > n 0 uchun |y„ -  y 0| <  <? b o ’ladi. U holda, (16 .3) ga  asosan , V f  > 0 

o linganda  ham  shunday n0 e  N  to p ilad ik i, >  n Q va Vx e  [a,«] uchun

\f(x > y ,)-< p (A < s
b o ’ladi. Bu esa { / ( x ,y „ )} funksional ketm a-ketlik  ^ ( x )  ga  [o ,c ]  d a  tekis 

yaq in lashuvchilig in i b ild iradi. 14-bob. 3-§ d a  keltirilgan 6 -teo rem aga asosan  (p{x) 
funksiya [a, в] o ra liqda uzluksizdir. ►
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2-§. Parametrga bog 4iq integrallar
f { x , y )  funksiya

Л/ =  {(x,> ')e R2 : x e  fa. в] y e  E d  r ) 
to 'p lam d a  berilgan b o 'lib . у  o 'zg am v ch in in g  E to ’plam dan olingan har bir tayin 
q iym atida  / ( v . v )  r  o ’zgaruvchining funksiyasi sifa tida  [o.e\ oraliqda 

in tegrallanuvchi, y a 'n i

) f (x .y )d x

integral m avjud b o 'ls in . R avshanki, bu in tegraln ing  qiym ati o lingan у  ga b o g 'liq  
b o 'lad i:

< b(y)= ]f{x ,y )dx. (16.4)

O datda (16 .4) param etrga b o g 'liq  integral, у o ’zgaruvchi esa param etr 
deyiladi.

Ushbu paragrafda param etrga b og’liq (16 .4) in tegraln ing  (Ф(>-)- 
funksiyaning) funksional xossalarini o ’rganam iz.

/". Integral belgisi ostida limitga о ’tish. f ( x . y )  funksiya M = ^ x ,y ) e  R 2 :
. x e f a . c j  y e  E d  /?}to 'p lam da berilgan b o 'lib , y 0 nuqta E  to ’p lam ning limit 

nuqtasi bo ’lsin.
3-teorema. J \ x ,y )  funksiya у  n ing  E  to ’plam dan olingan har b ir tayin 

q iym atida x  n ing  funksiyasi sifa tida  [a ,e ]  o ra liqda  uzluksiz b o ’lsin. A gar f{ x ,y )  
funksiya у  ->  y 0 da  <p(x) lim it funksiyaga ega  b o ’lsa v a  unga tek is yaqinlashsa . u 

holda

lim  f f ( x ,  y)dx =  j <p(x)dx (16.5)
a a

b o ’ladi.
4 Shartga  k o 'ra  / ( x . y )  funksiya у  -> y 0 da <p(x) lim it funksiyaga ega  va 

unga  tekis yaq in lashad i. Dem ak. V f  > 0 o linganda ham . shunday  S = 5 ( f ) >  0 

topiladik i, j y - > '0 j < d  ni qanoatlantiruvchi V y e  E  va V x e f a .e ]  uchun

\/(х ,у)-<р{х]< —  
в - a

b o 'lad i.
Ikkinchi tom ondan . 2-teorem aga asosan. <p{x) funksiya \a .e\ o raliqda 

uzluksiz b o 'lad i. D em ak, bu funksiyaning integrali ^<p(x)dx m avjud.

N atijada

\ f { x . y ) dx - \ (p{ x )d x < \ \ f { x . y ) - < p { x } d x < ^ ~ \ d x  = s

b o 'lib , undan
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lim [ / ( x ,  v )(Zy =  \(p(x)dx
y -*-V" a  a

ckanligi kelib  chiqadi. ►
(16 .5 ) m unosabatn i quyidag icha

lim ] f{ x ,y )d x  = ] [  lim  / ( x , >;))<&
У-*Уоа J

ham  yozish  m um kin. Bu esa  integral belg isi o stida  lim itga o ’tish m um kin lig in i 
ko 'rsa tad i.

2 . Integralning parametr bo ’yicha uzluksizligi.
4-teorema. A g ar f ( x , y )  funksiya

M  =  j(x, v ) e  R 2 : x  e  [a, e \  y e  [c, d  ]} 
to ’p lam da uzluksiz  bo ’lsa, u holda

< b{y)= ]f(x .y )dx

funksiya [c, d)  o ra liqda uz luksiz  b o 'lad i.

< Ixtiyoriy  y 0 e [c ,d \  nuqtani o lay lik . Shartga  ko ’ra f ( x , y )  funksiya  M  
to 'p lam d a  ( to 'g ’ri to ’rtburchakda) uzluksiz . Kan to r teorem asiga k o ’ra bu funksiya 
M  to ’plam da tekis uz luksiz  b o 'lad i. U nda V f  >  0 o linganda  ham , shunday  
S  =  £ ( f ) >  0  top ilad ik i,

tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i V (x ,y )e  M , V (x ,y 0) e  M  uchun

\f(x>y)~ / ( х .уЛ <£
b o 'lad i. Bu esa  f ( x , y )  funksiya у  -> у 0 da f ( x , y 0) lim it funksiyaga tek is 
yaqin lash ish in i bild iradi. U ho lda 3 -teo rcm aga asosan

lim  Ф (у )=  lim \ f ( x ,y ) d x  = ] {  lim  / ( x , , - ) U  =  ] f ( x , y 0)dx =  »(>-,,)
У-*У0 У->У<’ а  „V -^Z c. J  a

(Vy0 e [ c ,^ D
b o ’ladi. D em ak, Ф (у )  funksiya y 0 nuq tada uz luksiz . ►

i ”. Integralni parametr bo’yicha differensiallash. Endi param etrga  b o g ’liq 
in tegralni param etr b o ’y icha  d ifferensiallashn i qaraym iz.

5-teorema. f { x ,y )  funksiya

S4 = \ x , y ) e  R1 : х е [ а . в 1  у  g  [с, </]} 

to ’plam da berilgan va у  o ’zgaruvchin ing  [c, d] o ra liqdan  o lingan  har b ir tayin 

q iym atida  x o ’zgaruvchin ing  funksiyasi sifa tida  [a.e\ o ra liqda  uz luksiz  b o ’lsin. 

A gar f ( x . y )  funksiya M  to ’p lam da f'y (x ,y )  xususiy  hosilaga  ega bo ’lib, u 

uz luksiz  bo ’lsa, u holda Ф (у )  funksiya ham  [c, d] o ra liqda  Ф '^у ) hosilaga  ega  va 

ushbu

® b )= )f'y { x .y )d x
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m unosabat  rin lid ir.
4  Shartga  k o ’ra f ( x , y )  funksiya x  o ’zgaruvchisi b o ’y icha  [a, в] oraliqda 

uzluksiz. B inobarin ,

^ { y )  = ] f { x .y )d x

integral m avjud.
Endi Vy0 e [ c , t / ]  nuqtani olib . unga  shunday  Д у (Д у > 0 )  o rttirm a beraylikki, 

y 0 + & ye[c ,d \  b o 'ls in . ф ( у )  funksiyan ing  v0 nuqtadagi o rttirm asin i top ib , ushbu 

ФСУо +  А у ) - Ф ( у 0 )  =  j  / (х.Уо + Ь у У А х . У о ) ^

А у Ay
tenglikni hosil q ilam iz . L agranj teo rem asi (1-qism , б-bob , 6 -§ ) g a  k o ’ra

А у

b o ’ladi, bunda 0 < У < 1.
N atijada

Ф ^  +  А > ) - Ф ( у , )  = | / ; ( x  ^  +  ̂  =  ] f .(x ^ )dx +

У  '  a a

+ }[/,'(-* .Уo + V by)-  /;(дг,>-0 )]ф:

b o ’lib, undan esa

< ) | / ; (Х|>,0 +  в ь у ) - <

> ° (16.7)

< j  0 j( f 'y , Ay)c& = 4 / ; , Ду)- ( e - t i )

b o ’lishini topam iz, bunda  co(f'y A y ) -  f'y (x, y)  funksiyan ing  uzluksiz lik  m oduli.

M odom iki, f'y{x,y)  funksiya  M  to 'p la m d a  uz luksiz  ekan, unda K antor

teo rem asig a  ko ’ra  bu funksiya  shu to 'p la m d a  tek is uzluksiz  b o ’ladi. U ho lda 1- 
q ism , 5-bob, 9-§ da, keltirilgan  teo rem aga  asosan

lim (d \f ' txy )=  0
Д>'-»0

b o ’ladi.
(1 6 .7 ) m unosabatdan

Д Ф б о + А , ) - ф ( у , )  =  |  (  ^

4 у->о Д у  ^ -

b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak,

Ф '( у о ) = ? / ; к У о > & .
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Q aralayotgan y c nuqta \c.(J\ o ra liqn ing  ixtiyoriy nuqtasi b o 'lgan lig in i 

e 'tib o rg a  o lsak. unda keyingi teng lik  teorem aning  isbotlanganligini ko 'rsa tad i. ►
(16.6) m unosabatni quyidagicha ham  yozish  m um kin:

а\<1у
dx

Bu esa differensiallash am alini integral belgisi ostida  o 'tk az ish  m um kinlig in i 
ko 'rsa tad i.

Isbot etilgan bu 5-teorem a Ley bn its qoidasi deb  ataladi.
4". Integralni parametr bo'yicha integrallash. f { x . y )  funksiya

M=\x,y)el? : x e  \a, в] y e  [c. </]} to 'p la m d a  berilgan v a  shu to 'p la m d a  uzluksiz 

b o 'ls in . U holda 4-teorem aga k o 'ra

< % ) = } / ( * .  У

funksiya [c,d] o ra liqda uzluksiz  b o 'lad i. B inobarin bu funksiyaning [c,d] o raliq  

bo 'y ich a  integrali m avjud.
D em ak. f ( x . y )  funksiya M  to 'p la m d a  uz luksiz  b o 'lsa . u holda param etrga 

b o g 'liq  integralni param etr b o ’y icha  [c, d] o ra liqda integrallash m um kin:

J <&(y)dy = J } f { x , y ) d x U y .
с c \ a  J

Bu tenglikning o 'n g  tom onida f { x , y )  funksiyani avval x  o 'zgaruvch i 

b o 'y ich a  [д, в] o raliqda integral lab (bunda у  ni o 'zg a rm as h isoblab), so 'n g  

natijani [c. d] o ra liqda in tegrallanadi.

B a’zan f ( x , y )  funksiya M  to 'p la m d a  uzluksiz  b o 'lg an  holda bu funksiyani 

avval у  o 'zg aru v ch is i b o 'y ich a  [c. d]  o ra liqda integral lab (bunda x ni o 'zg a rm as 

hisoblab), so 'n g  hosil b o 'lg an  x  o 'z g am v ch in in g  funksiyasini [a.e\ o ra liqda 

integrallash qulay b o 'lad i. N atijada ushbu

f  \ f { x . y ) d x U y ,  f  \ f { x , y ) d y \ i x  
c \ a  J  a \ c  J

integrallar hosil b o 'lad i. Bu in tegrallar b ir-b iriga  tcng  bo ’ladim i degan  savol 
tu g 'ilad i. Bu savolga quyidagi teorem a jav o b  beradi.

6-teorema. A gar f ( x , y )  funksiya M  =  {(x,y)e= R7 : x e [a,5 }, y e \c ,d \ \  t o 'p 

lam da uzluksiz b o 'lsa . u holda
j (в  X e f j  '
\  \ f ( * . y \ l x  k v =  f \ f { x .y )d y
c \ a  J  a \ c

b o ’ladi.
< V/ б [c. d ]  nuqtani o lib , quyidagi



in tegrallarn i qaray lik . B u <p(/), funksiya larn ing  hosilalarin i hisoblaym iz.

<X>{y)=\f(x,y)dx funksiya  [с,б/] o ra liqda uzluksiz  b o 'lg an i sababli 1-qism,

9-bob , 6-§ da  keltirilgan 9-teo rem aga asosan

?> '(')=  - Ф « И Л х М  (16.8)

b o ’ladi.
f ( x , y )  funksiya  M  to 'p la m d a  uzluksiz. Y ana usha 1-qism. 9 -bob , 6-§ dagi 

teorem aga k o ’ra

( '  V\ f { x , y ) d y  = f ( x , l )  ( x  o 'zg arm as)
Л

b o 'lad i. D em ak, |  f ( x , y ) d y  funksiyan ing  M  =  | x , / ) g  R1: x e [ a ,в \  / e [ c ,  r/]}  to ’p-

lam dagi / b o ’y icha  xususiy  hosilasi f { x , l )  ga tcng  va dem ak, uzluksiz. U holda
5-teorem aga m uvofiq

И ')= \ [ \ f ( x . y ) d y \ l x  = ) \ ' \ f { x ,y )d > \d x  = ) f ( x . t )d x  (16.9) 
a vc J  a \ c  J /  it

b o ’ladi.
(16 .8) va  (16 .9) m unosabatlardan

<p'(t) = 4/ ' ( l )=]f (x , t )d t

b o ’lishi kelib  ch iqd i. D em ak,
(p(t)sy/(t) + C , (C  =  const).

Ayni pay tda t = с  b o ’lganda (p{c)=\f/{c)=Q b o ’lib, undan C  = 0 b o ’lishini 

topam iz. D em ak, (p{t)=[i/{i) b o ’ladi. X ususan, / = d  b o ’lganda (p{d) = 4/ (d)=Q  
b o ’lib, u teorem ani isbo tlayd i. ►

16.2-misol. Param etrga b o g ’liq in tegralni param etr b o ’y icha  in tegrallashdan 
foydalanib , ushbu

■ r « _
A = f  dx (0 < a < e )

о lnx
in tegral hisoblansin .

< R avshanki, (x  >  O)

j  x ydy =
X - X

lnx
b o 'lad i. D em ak,



Integral ostidagi f ( x , y )  = x y funksiya  M  = ^ х , у ) ъ  R 2 : x  e  [О. I } у  €  [a, <s]}
to 'p lam d a  uzluksizdir. U holda 6-teo rem aga k o ’ra

-ZI
dyA = \\ \ x ydx 

u Vo

b o ’ladi. R avshanki.

\ x ydx = —  .
I y + l

U nda A =  b o ’ladi. D em ak,
a y + i  « + 1

о /пх  a + l
5°. Chegaralari ham parametrga bog'liq integrallar. f { x , y )  funksiya 

/V/= { ( x . y ^ e . л :е [я ,б ] , y e j c .  d]} to ’p lam da berilgan . у  o ’zgaruvch in ing  

M l  o raliqdan  o lingan  har b ir tay in  q iym atida  f ( x , y )  funksiya  x 
o ’zgaruvchin ing  funksiyasi sifa tida  [ti.e ] o ra liqda  in tegrallanuvchi bo ’lsin.

x = ot(y). x  = /j(y )  funksiya larn ing  har biri [c. </] da berilgan  va V y e [ c .  c/] 
uchun ushbu

a < a (y )<  P (y ) < e  (16.9)
tengsizlikni qanoatlan tirsin .

R avshanki, ushbu
P(y)  

a  O’)
integral m avjud, у  o ’zgaruvchi (p a ram etr)ga  b o g ’liqdir:

P(y)
F(y)= \ f { x ,y )d x  . (16.10)

« ( / )

7-teorema. f ( x , y )  funksiya M = R1 : x  e  [a, (?], y e  [c, </]} to 'p lam d a

uzluksiz , a (y )  va p ( y )  funksiya larn ing  har biri \c ,d \  d a  uz luksiz  va  u lar (16 .9) 

shaitn i qanoatlan tirsin . U  holda
P(y)

F(y)= \ f ( x . y ) d x  
a(y)

funksiya ham  [c, d]  o ra liqda uz luksiz  b o ’ladi.

< Vy0 e  \c.d\  nuqtani o lib , unga shunday  Ду (Ду > О) o rttirm a  beray likk i, 

_y0 + Ду e  \c ,d \ bo ’ lsin. U ho lda
Pbu+ьу) Pbo)

F(}'o + A>')-  Ғ(У*) = \f{x.y<>+ by)dx  -  \  f  {x.у 0)dx =
а(Уо*Ьу) а(Уо)

P{y0) Р(Уа*&у) <*(Уа * Ру)
= \\/{х.Уо  +  6у)~  f { x , y 0) \ h  +  I / ( х .У о  +  ty)dK -  \  f { x , y 0 + Ay)dx (16 .11 )

<*(Уо) Р(Уо) а(Уо)
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b o 'lad i. Bu teng likn ing  o 'n g  tom onidag i q o ’sh iluvch ilarn i baholaym iz.
f { x , y )  funksiya M to 'p la m d a  uzluksiz , dem ak. K antor teo rem asiga  asosan, 

tek is uz luksiz  b o 'lad i. U ho ld a  Ду ->  0  da  f { x , y Q + t y )  funksiya  o 'z  limit 

funksiyasi f ( x . y 0) ga  tek is yaq in lashad i v a  16.3-teorem aga k o 'ra
/> Ы  Р(Уо)

lim \ [ f ( x , y 0 +  A y)-  f ( x , y 0))ix =  { lim [/"(* ,.y0 +  A y ) - f ( x , y 0)}Jx = 0(16.J2)

b o 'lad i.
(1 6 .11) m unosabatdagi

Р{уо+*у) «(zu’-Az)
\  f ( x . y 0 + А у)^  , J / ( * •  Уо + а у №

pGo) a(yo)
in teg rallar uchun quy idagi bahoga egam iz:

fi(yo**y)
^ M 0\/l(y0 + b y ) - p { y ()], (16.13)

^ ^ о|«СУо + Ау) - « ( У о)1»

\ f ( x , y 0 + ty)dx
Р(Уа)

“(Zu гЛу)
\ f ( x , y 0 + by)dx 

“ (y..)
bunda M 0 = s u p \ f (x ,y X  ( x , y ) e \ l } .

S hartga k o ’ra  a ( y ) ,  p { y )  funksiya larn ing  har biri [c, </] da uzluksiz . D em ak, 

//m  [a(y0 +  Ay) -  « (y o )] =  0,
A- ° r  , . . X1 f / 6 . / 4 ;
lim \f3{yQ +  A y )-y 9 (y 0)]= 0 .

Ду-»0
Y uqoridagi (16 .12), (16 .13 ) va (16 .14 ) m unosabatlarn i e ’tibo rga  o lib , (16 .11) 

ten g lik d a  Ay ->  0  da lim itga  o ’tsak , unda

///я[ғ(уо  + А у/)-Ғ (у0)1=0
Ay-tO

b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak, /*'(>') funksiya  Vy>0 g  [c , r/] da  uzluksiz . ►

8-teorema. f { x , y )  funksiya  M  = ^ x , y ) z R 1 : x  g  [a .e ^  .y g [c , </]} to ’plam da 

uz luksiz , f'y{x,y)  xususiy  hosilaga  e g a  va  u uzluksiz , « ( y ) ,  y?(y) funksiya lar esa 

a '(> '), P'(}') hosila la rga  ega  h am da u lar (16 .9) shartni qanoatlan tirsin . U holda
P(y)

Г{у)= \ f { x ,y ) d x
«Ы

funksiya [c. d \  o ra liqda  F'{y)  hosilaga ega  va
P(y)

r b h  ( ryb . M +Pb) f(fib).y)~^b)-fbb\y)
*(y)

b o 'lad i.
< Vy0 g  [с. ] nuqtani o lib , unga  shunday  Ay (Ay- <  0 ) o rttirm a beraylikki, 

.y0 +  Vy g  [c, cl] b o ’lsin.

(16 .11 ) m unosabatdan  foydalan ib  quyidag in i topam iz:
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FO'. + A ybP b '.) = ̂ ‘ ' / ( x ^ + M z / f c Z o )  д  +
by aL )  A;-

(̂Xo-'-Ay) " (> '( : • » > )
Г /б /5 >

+ —  J  f ( x - Уа + by)dx -  —— { / ( х , ^ 0 +  Л > 'К  
^  ^  a i 0)

Лу ->  0 da

/ ( x ,3 /0 +  A y ) - / ( x , y 0)

ДУ
funksiya o ’z  lim it funksiyasi / Д х , у 0) ga [«, e] o ra liqda  tek is yaq in lashad i. (U nda

Y / f e t i h / М д = r / d  /« ;
oO'o) ^  «(,„)

b o ’ladi.
Endi

Р(уц+Ьу) a(y»+\y)
j /(х .У о  + by)dx, { / ( x .^ o  + A ^Z r

AUo) «(>.))
integral larga o ’rta q iym at haqidagi teorem ani q o ’llab (qara lsin , 1-qism , 9 -bob , 5- 
§), ushbu

^(>o ♦Av)
{ /(х .У о  +  Ay)cZx = / ( x ' , y 0 + Ду) [/?(y0 +  A y ) -  / i ( y 0 )],

Р(Уа)
" (л »  ‘•Ay)

J / ( x , y 0 +  Ay>A = / ( x " . y 0 + Ay) [«Cv0 + A y ) -  o r(y 0)]
«Go)

tengliklarni hosil qilam iz, bunda x ' nuq ta  P (y0\ P ( y 0 + b y )  n u q tala r o rasida, x ” 
esa  « ( у 0), « (у ,, + Ay) nuqtalar o rasida  jo y lashgan .

/ ( x . y )  funksiyaning M  to ’plam da uzluksiz lig in i, a (y )  v a  y?(y') 
funksiyalarn ing  e sa  [c,d\ o ra liqda hosilaga ega bo lishini e ’tib o rg a  o lsak , u holda

j Р(Уа*Ьу)
lim —  f / ( x , y 0 + by)dx = lim

A>'-*0 A y  ^ o ) A > -0 _

= /(Р (У о\У о) Р Ь о)
j  « ( > ' 0  t A y )

lim —  f / ( x , y n + AyWv = lim 
Д>-"А У  „ i j

=  /(а (У о ) .У о )« '0 'о >
ckanligi kelib  chiqadi.

Y uqoridagi (16 .15) m unosabatda, Ду ->  0 da  lim itga  o ’tib , (16 .16 ) va  (16 .17 ) 
tengliklarni e ’tibo rga  o lib  ushhuni topam iz:

f f a .t A y ) T/ 0 ' o )  =  , ) ' f ; ( x ,y ll)dx + / ( /> (у Л У о)  Р Ь о) -
У  « ( Z o )

- / ( « ( У о ) .У о ) « ' ( У о )
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D em ak,
Pb»)

f : b o ) =  f i P b b  h o ) '  Р Ь о )  -  / М У о  )■ Го)' а '(У о )
“(Уи)

M odom iki, у 0 nuq ta  [с, </] ora liqdag i ixtiyoriy nuqta  ekan, u holda 

Vy 6  [c. J]  uchun
0(y)

f-"(y) = f  f'M-y)^ +  f{p(y\y)- M r ) - / ( « ( r ) . r )  • « ' ( > ’)
a(y)

b o ’lishi ravshandir. ►

3-§. Parametrga bog 4iq xosmas integrallar. Integrallaming tekis 
yaqinlashishi

l". Parametrga bog'liq xosmas integral tushunchasi. f { x , y )  funksiya 

M  =  {(x.y) 6  R2 x e  [o. +oc), y e  £ c  /?} to ’p lam da berilgan . S o ’ng  у  o ’zgaruv

ch in ing  £  to ’p lam dan  o lingan har bir tay in  q iym atida  / ( x . y )  x o ’zgaruvchining 
funksiyasi sifa tida  [a. + oo) oraliq  b o ’y icha  in tegrallanuvchi, y a ’ni

f / ( x . y ) d x  ( y e £ c £ )

x osm as integral m avjud va chekii b o ’lsin. Bu integral у  n ing qiym atiga 

b o g ’liqdir:

J ( y ) = j f ( x . y ) c b .  (16.18)

(16 .18 ) integral param etrga  b o g ’liq cheksiz  oraliq  b o ’y icha  xosm as integral 
deb  ataladi.

/ ( x . y )  funksiya /V/, =  { (x .y )e  R2 : x e  [а. в), у  e  £  с  /?} to ’p lam da berilgan. 

S o ’ng у  o ’zgaruvch in ing  £  to ’p lam dan  o lingan  har b ir tay in  q iym atida  f ( x . y )
ni x o ’zgaruvch in ing  funksiyasi sifa tida  qaralganda  un ing  uchun x  =  <? m axsus
nuqta  b o ’lsin va  bu funksiya [a, в) o ra liqda  in tegrallanuvchi, y a ’ni,

\ f ( x . y ) d x  (у  e  £  с  £ )

xosm as in tegral m avjud b o ’lsin. R avshanki, bu in tegral у  n ing q iym atiga  bo g ’liq:

л О - И Ж у К  (1619)

(16 .19 ) integral param etrga b o g 'liq , chegaralanm agan  funksiyan ing  xosm as 
integrali deb ataladi.

M asalan , 15-bobning l-§  id a qaralgan

•/ ( « ) =  j  ^  ( a  > 0, «  > O)
a X

integral, shu  bobning 5-§ ida qaralgan
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( x - a f  ’ [ ( e - x j r
integrallar, 15-bobning 9-§ da  qaralgan

r { a ) = ' \ x a- ' e xdx 
о

in tegrallar param etrga b o g ’liq xosm as in tegrallard ir.
Bu crda ham  asosiy  m asalalardan  biri - f { x . y )  funksiyan ing  funksional 

xossalariga kcvra. (16 .18), (16 .19 ) param elrlariga  b o g 'liq  xosm as in tegrallarn ing  
funksional xossalarin i o 'rg an ish d ir.

Param etrlarga  b o g ’liq xosm as in tegrallam i o ’rgan ishda  in te g r a t in g  tekis 
yaqinlashishi tu shunchas m uhim  rol o ’ynaydi.

2°. Integralning tekis yaqinlashishi. f ( x , y )  funksiya M = { (x ,y )e  R1 : 
: x e [ a , +  q o ) ,  y z E c ^ R )  to ’plam da berilgan . у  o ’zgaruvch in ing  E  to 'p lam d an  

o lingan bar b ir tayin q iym atida  f { x . y )  x  o ’zg aruvch in ing  funksiyasi sifa tida  
[a, +  oo) da in tegrallanuvchi bo ’lsin.

C heksiz  o ra liq  bo ’y icha xosm as integral ta ’rifiga  k o 'ra  ix tiyoriy  [a. /]  da
(< ?< /<  +co)

F ( E y ) = \ f { x ,y ) d x  (16.20)

integral m avjud va

У (у )=  f f ( x . y ) d x  =  Urn F(t. ^ ) .  (16.21)
l-¥*<C

a

Shunday q ilib , (16 .20 ) va (16 .21 ) in tegrallar b ilan an iq langan  F {t.y)  va

J ( y )  funksiyalarga ega  bo ’lam iz v a  J{y )  funksiya  F (t .y )  funksiyan ing  t ->  +oo

dagi lim it funksiyasi b o ’ladi.
5-ta’r i f  A gar / ->  +cc da F {t,y )  funksiya o ’z  lim it funksiyasi j ( y )  ga  E 

to ’p lam da tek is yaqin lashsa,

J (y )=  \ f { x .y ) d x

integral E  to ’p lam da tek is yaq in lashuvchi deb  ataladi.
6-ta'rif. A gar / ->  +co da F (t ,y )  funksiya o ’z  lim it funksiya  J ( y )  g a  E da  

notekis yaqin lashsa,

integral E  to ’plam da notekis yaq in lashuvchi deb  ataladi.

R avshanki, J  f ( x ,y )d x  in tegral E  to ’p lam da tek is yaqin lashuvchi bo ’Isa, u

shu to ’plam da yaqin lashuvchi b o ’ ladi.
Shunday qilib,



\ ' f ( x , y ) d x

in tegraln ing  E to ’p lam da tek is yaq in lashuvchi b o ’ lishi quy idag in i anglatadi:

1) \  f( .x ’y)dx  xosm as integral у  o ’zgaruvch in ing  E to 'p lam d an  olingan bar

bir tay in  q iy m atid a  yaq in lashuvchi;
2) V f  >  0 o linganda  ham , shunday 8  = <?(£■)> 0 top ilad ik i, V / > <5 va Vy; e  £  

uchun

\ f ( x , y ) d x  <£
I

b o 'lad i.

I  integral E to ’p lam da yaq in lashuvch i, am m o u shu to 'p lam d a

notek is yaq in lashuvchi degani quy idag in i anglatadi:

1) J  f ( x , y ) d x  xosm as integral у  o ’zgaruvchin ing  E  to ’plam dan o lingan har

b ir tay in  q iym atida  yaq in lashuvchi;
2) V<5 > 0  o linganda ham , shunday  s0 > 0 ,  y 0 e E  va  /, > 8  tengsizlikni 

qanoatlan tiruvch i Z, e  [a, +oo) top ilad ik i.

\ f ( x , y 0)dx

b o ’ladi.
16.3-misol. U shbu

j { y )  = j ye~xydx (y  e £  =  (0. + oo))
о

in tegraln i tek is yaq in lashuvch ilikka  tekshirilsin .
< Bu holda

F (t ,y )=  $ye~xydx = \ - e ~ ly ( 0 < /< + o o )  
о

bo ’lib, у  o ’zg aruvch in ing  £  = (0, +  oo) to ’p lam dan  o lingan har bir tay in  q iym atida  

lim F(t, >*)= lim (l -  e~'y)= 1
/ —►♦TO 1—*+<ю

bo ’ladi. D em ak, berilgan xosm as integral yaq in lashuvchi va

J(y)= j y e  Xydx = \ 
о

b o ’ladi.
Endi berilgan  in tegralni tek is yaq in lashuvch ilikka  tekshiram iz. A ytaylik ,

у  e  £  =  (0, +  oo)
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bo ’lsin. Ixtiyoriy katta  m usbat <5 sonni o lay lik . A g ar £ -  у  1 > <$ tengsiz likn i

qanoatlan tirad igan  ixtiyoriy Z0 va v0 =  — deb  o lsak , u holda

f > 0e ‘ Wodx 
#0

b o ’ladi. Bu esa

= e-'"ya = e - ' > -  = 6,,

J ( y )=  J ye~xydx 
о

integral E = (O, +  oo) da notekis yaq in lashuvch i ekanini b ildiradi.

Endi y e  £ '=  [с, + c o )c  E  b o ’ lsin, bunda  c-  ix tiyoriy  m usbat son . U nda

V f > 0 o linganda ham  (0 <  e  < 1)  S = - l n — dey ilsa . 'i t  > 5  va  Vy €  [c, +  oo)
C £

uchun
Ucc
j I ye'^dx

—c — In —
-  e~ = e f  1 =  £

bo ’ladi. Dem ak.

J (y )=  j  y e ' ,ydx 
о

integral Е' =  [c, + oo) da (c > O) tek is yaq in lashuvchi. ►

B iz  k o 'rd ik k i. param etrga bo g ’liq xosm as integral

J { y ) = ' \ n x . y ) d x  (16.18)

ning E  to ’plam da tek is yaq in lashuvchi b o ’lishi. / ->• +oo da E (t ,y )  funksiyani 

lim it funksiya . /(y)  ga  (y-e  E) tek is yaq in lash ish idan  iboral.
U shbu bobning  l-§  ida у  -+ у 0 da f ( x , y )  funksiya lim it funksiya (p(x) ga  

tekis yaq in lash ish in ing  zaruriy  va yetarli shartini ifodalovchi 1-teorem ani 
keltird ik . Bu teorem adan foydalanib , (16 .18 ) in tegraln ing  tekis yaqin lashuvchi 
b o ’lish in ing  zaruriy va  yetarli sharti kcltiriladi.

f ( x , y )  funksiya M  = ^ x , y ) e  R 2 : x  e  [a, + oo), y e  E c  /<} to ’p lam da b e ril
gan. у  o ’zgaruvchin ing  E  to ’plam dan o lingan  har b ir tayin q iym atida  f ( x , y )  x 
o ’zgaruvch in ing  funksiyasi sifa tida  [a, + oo) da in tegrallanuvchi, y a ’ni

J ( y ) = ^ f ( x . y ) d x  (16.18)

xosm as integral m avjud bo ’lsin.
7-ta'nf. A gar V f  > 0  o lin g an d a  ham  у  g a  b o g ’liq b o ’lm agan shunday 

8  =  £ ( £ ) >  0 topilsaki, t ' > 8 ,  t" > 8  ni qanoatlan tiruvch i i t ' j "  va  i y e  E  uchun



tengsiz lik  bajarilsa, (16 .18 ) xosm as in tegral £  to ’p lam da fundam ental integral 
d eb  ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasi). U shbu J{y)~ ^f(x,y)dx in tegraln ing  E  t o ’p 

lam da tek is yaq in lashuvch i b o 'lish i uchun un ing £  to ’p lam da fundam ental 
b o ’lishi z aru r v a  yetarli.

Q u y id a  b iz  in tegraln ing  tek is yaq in lashuvch ilig in i ta ’m in laydigan , k o ’pincha 
q o ’llan ilad igan  a lom atlarn i keltiram iz.

Veyershtrass и I от at i. 1 {х у ) funksiya

iVI = ^ x ,y )e  R2 : xe[a,+cc),ye E d  К} to ’p lam da berilgan, у  o ’zgaruvch in ing  £  

to ’p lam dan  o lingan  har b ir tayin q iym atida  f ( x , y )  funksiya x  o ’zgaruvchin ing  
funksiyasi sifa tida  [a, + со) da  in tegrallanuvchi b o ’lsin. A gar shunday  (p(x) 
funksiya  (Vx e  [я, +  со)) topilsaki,

1) Vx €  [a, +  oo)  v a  V y e  E uchun <  (p{x) b o ’Isa;

2) j  <p(x)dx xosm as in tegral yaq in lashuvchi bo 'Isa , u holda

А у )= ' \ f{*-y)dx  

integral £  to ’p lam da tek is yaq in lashuvchi b o 'lad i.

< Shartga  k o ’ra jtp(x)dx yaq in lashuvch i. U nda 15-bobning 2-§ ida 

keltirilgan  4 -teorem aga asosan , V £ > 0  o linganda  ham , shunday S  = S (e)> 0

top ilad ik i, V t" > 8  b o ’lganda \<p(x)dx <£ b o ’ladi. Ikkinchi tom ondan.

I) shartdan  foydalanib  quyidag in i topam iz:

j  f ( x , y ) d x  < \ \ f ( x , y ] d x  5  f  < p{x)dx  . { ( t '  <  /* ) )

D em ak,

\ f ( x . y ) d x  <  E ■

I'

Bu esa  ^ f ( x ,y ) d x  xosm as in tegraln ing  £  to ’plam da fundam ental

ekanini bild iradi. Y uqoridagi 10 -teorem aga asosan  j  f ( x , y ) d x  in tegral

£  to ’p lam da tekis yaq in lashuvchi b o ’ladi.
16.4-misol. U shbu

f  — dx ( y e E  = ( -  oo,+cc))
0 1 +  •*

in tegraln i tek is yaq in lashuvlig i k o ’rsatilsin.
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A gar (p(x) funksiya sifa tida  <p{x)=   o lin sa , u holda
I + Х '

1) Vx e  [O, + cc) va Vy e  ( -  oo, +  oo) uchun

\cosxy
1 +  X 1 +  X

=  ?>(*);

2) j (p(x)clx = j  — integral  yaq in lashuvchi (qaralsin , 15-bob, l-§ )
о о  ̂+

b o ’ladi. D em ak, V eyershtrass a lom atiga  ko ’ra  berilgan integral £  = (-с о , +  oo) da 

tek is yaqin lashuvchi b o ’ladi. ►
Integraln ing tek is yaq in lashuvchilig in i an iq lashda  q o ’l keladigan 

a lom atlardan  -A bel va D irixle a lom atlarin i isbotsiz. keltiram iz.

Abel alomati. f ( x , y )  va  g (x ,y )  funksiyalar И  = ^ x , j - ) e  R 2 : x g [ o ,  +  c o ),  

, y e  E c  /?} to ’plam da berilgan . у  o ’zgaruvch in ing  E  to 'p lam d an  o lingan har b ir 
tayin q iym atida g ( x ,y )  funksiya x n ing  funksiyasi sifa tida  [, + cc) da  m onoton 
funksiya b o ’lsin.

A gar

T / W k

integral E  to ’plam da tek is yaq in lashuvchi va  V ( x ,y ) e  Л/ uchun |g (x ,y ) | < С 
(С  = co /is/) b o ’Isa, u holda

I /(x-ykiwty
integral E  to ’p lam da tek is yaqin lashuvchi bo ’ladi.

16.5-misoL U shbu

f  S‘n-~ e~xydx ( y  e  £  =  [O, +  oo))
о x

in tegralni tek is yaqin lashuvchilig i k o ’rsatilsin .
A gar

/ ( * .У )  =  — , g ( * . y h e ”
X

deb o lin sa , A bel alom ati shartlari bajariladi. H aqiqatdan ham . j  f ( x . y ) d x  tek is
о

yaqinlashuvchi:

7 / ( x . > > = 7 —
о  о x  2

g(x ,y )  = e~x>' esa у  ning £  =  [ a ,+  co) dan o lingan har b ir tayin q iym atida  x  ning 

kam ayuvchi funksiyasi va Vx e  [O, +  oo), Vy  e  £ [=  0, +  oo) uchun |g(x,_y)| <  1 

b o ’ladi. D em ak, berilgan integral A bel a lom atiga k o ’ra £  =  [O, +  cc) d a  tekis 

yaq in lashuvchi. ►
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Dirixle alomati. f ( x . y )  va  g (x . v) funksiya lar M  to ’p lam da berilgan . A gar 
V / > a  h am da У у  €  £  uchun

< с (с = const)

bo ’lsa va o ’zgaruvch in ing  E dan o lingan har bir tay in  q iym atida , x -> + o o  d a  
g(x ,y )  funksiya o ’z lim it funksiyasi ^ ( y )  = 0 g a  tek is yaq in lashsa , u holda

\ f ( x .y ) g ( x .y ) d x

integral E  da  tek is yaq in lashuvchi bo ’ladi.
16.6-misol. U shbu

( y € £  = [l.2])
о

integraln ing  tek is yaq in lashuvch ilig i k o 'rsa tilsin .
+ A gar

f ( x . y ) = s i n x y ,  g (x .y)=  —
X

deyilsa, unua V / > 0 ,  Vy e [ l , 2] uchun

\f(x.y)dx j  sin xydx
 ̂ costy <2

b o ’ladi. x  —> +co da g ( x , y ) = -  funksiya  E to ’p lam da no lga tek is yaqin lashadi:
x

g ( x . y ) = - - > 0 .
X

D em ak, berilgan integral D irixle a lom atiga  k o ’ra  [l, 2] d a  tek is 

yaq in lashuvchid ir. ►
C hegaralanm agan  funksiya xosm as in tegraln ing  tek is (notekis) 

yaq in lashuvchilig i tushunchasi ham  yuqoridag idek  kiritiladi.

f ( x . y )  funksiya  M  =  jj(x ,y )e  R1 : x e [a.c), y e  E c  r ) to ’p lam da berilgan. 

У o ’zgaruvchin ing  E dan o lingan har bir tay in  q iym atida  f { x , y )  ni x  
o ’zg aruvch in ing  funksiyasi sifa tid a  qaralganda  uning uchun x  = e m axsus nuqta 
bo ’lsin  v a  bu funksiya [я, в)  d a  in tegrallanuvchi b o ’lsin. C hegaralanm agan  

funksiya xosm as integral! ta ’rifig a  k o ’ra ixtiyoriy [a. /]  da (я  < / <  в)

ғ \(*’У)=\Ах>у)<Ь

integral m avjud va

J \{y )= \f(x ,y )d x=  lim F^t.y) (/6.22)
/ - > 6 - 0a

b o ’ladi. D em ak, < /,(y) funksiya F\(t.y)  funksiyan ing  / - » e - 0  dag i lim iti 
funksiyasi.

181



8-ta’r i f  A gar / - > « - 0  da Fx{t,y)  funksiya o 'z  lim it funksiyasi 7 , ( v )  ga E 
to 'p la m d a  tekis yaq in lashsa,

) f { x .y ) d x

integral E  to 'p la m d a  tek is yaq in lashuvchi deb  a ta ladi.
9-ta'rif  A gar / --> e - 0  da F ^t .y )  funksiya o 'z  lim it funksiyasi 7 , (y )  g a  E 

to ’plam da notekis yaqin lashsa.

j f ( x .y )d x

integral E  to ’plam da notekis yaq in lashuvchi deb  a ta ladi.
Bu ta ’riflam i “ f - t T 'o r q a l i  bayon ctishni o ’quvch iga havola  etam iz.
10-ta'rif  A gar \ / c > 0  o linganda  ham . shunday  S  =  5 ( f ) > 0  topilsaki, 

g - 5  <i' < e ,  e - 5  <t" <e  b o 'lg an  V /',/*  la r v a  V>'€ £  uchun

\ f ( x , y ) d x  < E

tengsiz lik  bajarilsa, (16 .22) integral £  to 'p la m d a  fundam ental integral deb  ataladi.

11-teoremu. ^ f ( x , y ) d x  in tegraln ing  £  to ’p lam da tek is yaq in lashuvch i b o ’ li

shi uchun un ing  £  to ’plam da fundam ental b o 'lish i z aru r va  yetarli.

4-§. Tekis yaqinlashuvchi parametrga 
hog 'liq xosmas integrallarning xossalari 

/" . Integral belgisi ostida limit o't'ish. f { x , y )  funksiya  M = ^ x , y ) e  R 2 : 
.•xe[a, +  co), y e  EczR}  to ’p lam da berilgan . y 0 nu q ta  £  to ’p lam ning  lim it nuqtasi 

b o ’lsin.
12-teorema. f { x , y )  funksiya
1) у  o 'zg aru v ch in in g  £  dan o lingan  har b ir tay in  q iym atida  x  o ’zgaru v ch i

ning funksiyasi sifa tida  [a, +  « )  da  uzluksiz;

2) у У ъ  d a  ix tiyoriy  [a, /]  (a <t < +oo) o ra liq d a  <p(x) lim it funksiyaga  tek is 

yaqin lashuvchi bo ’lsin. A garda

7(> -)=  j f ( x . y ) d x

integral £  to ’plam da tek is yaq in lashuvchi b o ’lsin , u holda у - + у 0 da  7 0 )  

funksiya  lim itga ega  va

lim J 0 )  =  lim f f{x ,y )dx  = \<p(x)dx
У *Уо  „  „

b o ’ladi.
^T e o rem an in g  1) va  2) shartlari ham da ushbu bobning l-§  idagi 2 -teore- 

m adan (p(x) lim it funksiyan ing  [a, +  oo) d a  uz luksiz  b o ’lishi kelib  chiqadi. D em ak, 

(p{x) funksiya har bir chekli [o. /]  (a <t < +oo) o ra liqda  in tegrallanuvchi.
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(p(x) ni [я, +  со) da  in tegrallanuvchi ekan lig in i k o ’rsataylik .

T eorem an ing  sh a iiig a  k o ’ra

J{y )= ~U (x .y)dx

integral £  da  tek is yaq in lashuvch i. U nda 10 -teorem aga asosan. V e > 0  o linganda 
ham , shunday  5  =  5 ( e ) > 0 to p ilad ik i, t '> 8 ,  Г  > 8  b o 'lg an  l a r v a  V y e E  
uchun

I A * .y ) d x (16.23)

b o 'lad i. f { x , y )  funksiyaga q o ’y ilgan  shartla r 2-§ da  keltirilgan 3-teorem a shart- 
larin ing  ba jarilish in i ta ’m inlaydi. (16 .23 ) teng likda  у  у 0 da  lim itga o ’tib  quy i
dag in i topam iz:

\<p(x)dx <  £  ■

B undan  esa p (x )  n ing  [a, +  oo) da  integrallanuvchi bo ’lishi kelib  ch iqad i (15- 
bob, 2-§).

Endi

ayirm ani quyidag icha yozib,

\ f ( x , y ) d x -  \<p(x)dx

\ f ( x . y ) d x -  \(p(x)dx

\ { n x .y ) - < p { x ) \ t x - ' \ f { x . y ) J . x -

\<p{x)dx z  W f i x . y ) -  v{x]dx  + 1 f  f{x ,y )dx (16.24)

+ j (a <t < +00)

ten g s iz lik n m s o 'n ,   --------    b ir Яо-shiluvchini b a h o h ^ ; , ,

J f ( x ,y )d x  in tegral £  da  tek is yaq in lashuvchi. D em ak, -v_ s  q  0 jjng an(j„

ham  shunday  <5, =  8] ( f )  > 0 top ilad ik i, b archa  t > 8t v a  Vy e  £  uchun

£  
<  —  

3
(16.25)\ \ f { x .y ) d x  

b o ’ladi.

j (p{x)dx xosm as integral yaq in lashuvch i. D em ak, yuqoridag i V f  >  0 

o linganda  ham  shunday 8г = <52(£ :)> 0  top ilad ik i, b archa  I > 82 uchun

1  <p(x)dx
£  

<  — 
3

(16.26)

b o 'lad i.
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A gar S0 -  max{St,S2} deb o linsa, barcha I > S0 uchun (16 .25 ) va (16 .26) 

tcngsiz lik lar bir y o ’ la ba jarilad i. у y 0 da  f ( x , y )  funksiya  (p(x) lim it 

funksiyaga har b ir [ti,/] (jum ladan  t > S0) da tek is y aq in lashuvch i. D em ak, V f  >  0 

o linganda  ham , shunday S' > 0  top ilad ik i, \yn -  _y0| <  S'  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi y e  E va V .xe [a,o] uchun

( l627)

bo ’ladi. N a tijada  (16 .24), (16 .25), (16 .26 ) va (16 .27 ) ten g siz lik larg a  k o ’ra

\ / ( x , y ) d x -  \<p(x)dx <€

bo ’ladi. Bu esa

lim f f ( x , y ) d x  =  \<p{x)dx (16.28)

bo ’lishini b ildiradi. ►
(16 .28)lim it m unosabatn i quyidag icha  ham  yozish  m um kin:

lim \ f ( x , y ) d x =  j  f lim .
У-+Уо a a \У->Уо )

Bu esa  12-teorem aning shartlari bajarilganda param etrga  b o g ’liq xosm as 
integrallarda ham  integral belg isi ostida  lim itga  o ’tish m um kin lig in i k o ’rsatadi.

2°. Integra/laming parametr bo'yicha uzluksizligi. f ( x , y )  funksiya

M -  ^ x , y ) e  R ' : x e [ a ,  +  oo), y e \ c ,  j ] }  to 'p la m d a  berilgan .

14-teorema. f { x , y )  funksiya  M  to ’p lam da uz luksiz  va

J{y )=  \ f { x ,y ) d x

integral [c, cl] da tek is yaqin lashuvchi b o 'ls in . U ho ld a  j{} ')  funksiya [c,d] 
oraliqda uzluksiz  bo ’ladi.

< f ( x , y )  funksiyaning M  to ’p lam da uzluksiz lig idan , avvalo  bu funksiya  у  
o ’zgaruvch in ing  har b ir tayin q iym atida * n ing uzluksiz  funksiyasi b o 'lish i kelib  

chiqadi. Shu bilan birga f { x , y )  funksiya M, = { (x .y )e  R2 : x  e  [a, l \  у  e  [c, c/]} 

(a <  /  <  +oo) to ’p lam da ham  uzluksiz , dem ak, shu  to 'p la m d a  tek is u z lu k siz  b o ’ladi.

Vy0 e [ c , t / ]  nuqtani o laylik . у  - »  >-0 da f ( x , y )  funksiya  / ( x ,> ’0) lim it funk

siyaga [ti.z] da  tekis yaq in lashad i. A gar teo rem an ing  ikkinchi shartin i e ’tiborga 

o lsak , u holda j ( x , y )  funksiya 12-teorem aning  barcha shartla rin i bajarishini 
ko ’ram iz. U holda 12-teorem aga asosan

lim J{y )=  lim \ f ( x , y ) d x =  J  f  lim f ( x , y ) \ d x  = \ f ( x , y 0)dx = j { y 0)
У~*Уо У ^У о a a \У-*У« J  „

b o ’ladi. Bu esa  j ( y )  funksiyan ing  [c, d \  o ra liqda  uz luksiz  ekan in i b ild irad i. ►
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3". Integrallami parametr bo'yicha differensiullash. f { x .y )  funksiya 

M  = ^ x , y ) e  R2 : x e  [я, +  со), у  e  [с, <У]} to ’plam da berilgan.

16-teorema. f ( x , y )  funksiya M  to ’plam da uzluksiz , f>.{x,y) xususiy 

hosilaga  ega  va  u ham  uz luksiz  ham da у  o 'zg aru v ch in in g  [c, d] dan o lingan  har 

b ir tay in  q iym atida

j b ’h ' J r t x . y ) *

in tegral yaq in lashuvch i b o ’lsin.

A gar J" fy (x ,y )dx  in tegral [c, d]  da tekis yaqin lashuvchi b o ’lsa, u ho lda J{y)  

funksiya ham  [c, d \  o ra liqda  J ’(y)  hosilaga ega bo ’ladi va

J b ) ^ \ f y{x.y)dx

m unosabat o ’rinlidir.
< Vy0 e  [c, d \  nuqtani o lib , unga shunday  (Д;- >  О) o rttirm a beraylikki, 

y 0 +  Ду e  [c, d \  b o ’lsin.

j { y )  funksiyan ing  _y0 nuqtadag i o rttirm asin i o lib . ushbu

+ = 7  /(-У .У’о 4 A y )-  (16.29)
Ay ,, Ay

tcnglikni hosil qilam iz. Endi (16 .29 ) teng likdag i in tegralda Д у ->  0  da integral 
belgisi ostida  lim itga  o ’tish m um kin lig in i k o ’rsatam iz.

L agranj teo rem asiga  k o ’ra
f ( x . y<>+A y ) - f { x . y a) =  + е д > )  ( l630 )

Ay
b o ’ladi, bunda  0 < в < \ .

S hunga ko ’ra / ў ( х ,у )  funksiya  M, = ^ x , y ) e  R2 : x e \ a , t \  у  e  [c, r/]} to ’p 

lam da uzluksiz , dem ak, tek is uzluksiz . U ho lda V£ >  0 o linganda  ham , shunday 
5  = S (e )> 0  top ilad ik i, |x " -x '|< < i) ,  \ y " - y \ < $  tengsiz lik larn i qanoatlan tiruvch i 

ix tiyoriy  ( x ' , y ) e  h i , ,  (x",y")& M,  n u q talar uchun

b o ’ladi. A g ar x ' =  x" =  x ,  y '  = y 0, y '  = y o + 0 Ay dey ilsa . unda  |Ду| <S  bo ’ lganda

\fy (х-Уо+0 Ь у ) - / 1(Х'Уо)1<£ (Vx e  [a, r ]) 
b o ’ladi. Y uqoridagi (16 .30 ) teng likdan  foydalanib  quy idag in i topam iz:

Bu esa  Д у - > 0  d a  ^ x ,y ° +  ■ -(^х 'Уо)  funksiya  f 'v(x ,y0) lim it funk-
Ду

siyaga  tekis yaq in lash ish in i b ild iradi.

185



T eorem aning  shartiga  ko ’ra

\ f ' y {x,y)dx

tek is yaq in lashuvchi. D em ak, V f > 0  o lin g an d a  ham , shunday  ^  = ^ '( i ')> 0  
top ilad ik i, t' > 5, Г  > 6  b o ’lgan ixtiyoriy t' ,t ' va Vy g  [c,d] uchun

\ Г , ( х . у \ ь < e

b o ’ladi. Jum ladan

\А х 'У о  + 0(ьу)с1х < £

b o ’ladi. (16 .30) teng likka  asosan
'f' / ( x . y (l f  А у ) - / ( л : . у 0 )

АУ
<ix

b o ’ladi. Bu esa
T  / ( ^ . Т о  + А у ) - / ( х . у 0 ) ^  
i АУ

in tegraln ing  tekis yaq in lashuvchilig in i bild iradi. 
N atijada 12-teorem aga ko ’ra

Hm j  ,  J  f Пт
Л у - » 0 AyДу—>0 Ja Д у

teng lik  o ’rinli b o ’ladi.
Y uqoridagi (16 .29 ) teng likda  Ду ->  0 d a  lim itga  o ’tam iz:

Пт Ж у 0 + А у ) - / ( д : ,у „ )  = ljm J  /(•У,Уо + A y ) - / ( x . y 0) ^  = 
ду->о Д у  Ду —>o ^ Д у

f ( x , y 0 + A y ) - f ( x , y 0)= f lim
J 1 ду->о Д у

= J /у’( ^ .У о ^ -

D em ak,

•>'(уо)= j / ; ( x . y 0)dx

K eyingi m unosabatdan  quyidag icha  ham  yozish  m um kin:

Bu esa teo rem a shartlarida  d iffercnsiallash  am alini integral belgisi ostida  o ’tkazish 
m um kinlig in i k o ’rsatadi.

4° /ntegrallarni parametr bo'yicha integrallash. f ( x , y )  funksiya

M  =  { (x ,y )e  R2 : x  g  [o. +  oo), у  g  [c , t/]} to ’p lam da berilgan .

18-teorenw. A g ar f ( x , y )  funksiya  Л/ to ’p lam da uz luksiz  va

J ( y ) =  j7 (x ,y )c &
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integral [с, d] oraliqda tek is yaq in lashuvchi b o ’lsa, u holda j { y )  funksiya [c,d\ 
da in tegrallanuvchi va

</ Z- toe X t x  /< / X

\ j ( y )d y  = \  j  f(x ,y )dx  dy — j  \ f ( x ,y )d y  \dx
c  c \  a /  a  \ c  )

b o 'lad i.
*  T eorem an ing  shartiaridan  j { y )  funksiya [c,d] o ra liqda uzluksiz  bo ’lishi 

kelib  chiqadi (qaralsin , 4-teorem a). D em ak, j ( j ' )  funksiya  [c, r/] da 
in tegrallanuvchi.

Endi
tl { X  4-00/ ( У

dxJ \ f { x .y )d x  ки =  f j  f{x ,y)dy

ten g likn ing  o ’rinli b o ’lish in i k o ’rsatam iz.
S hartga k o ’ra

J (y)=  \A x ,y )d x

integral [c, d\  da tek is yaq in lashuvchi. D em ak, Vz- >  0 o linganda ham  shunday 

5 = S(e)> 0 top ilad ik i, \/t> S  va \ /ye[c ,d \  uchun

\ f ( x ,y )d x

b o ’ladi. M ana  shunday t b o ’y icha

\ f{x ,y )d x

<  E

dy

(16.31)

in tegralni quy idag icha  yozam iz:

f \ f { x ,y )d x  dy = j  j f ( x ,y )d x  dy + j  j / (x ,y )d x dy.

б -teorem aga asosan 
</

j \ f ( x .y )d x  dy = \ \  \ f ( x ,y )d y  \dx

b o ’ladi. N atijada
X  < /Z to o

\ j ( y )d y  = \\ \ f{x ,y )d y  dx + \  \ f{x ,y )dx dy

b o ’ladi. Y uqoridagi (16 .31 ) m unosabatn i e ’tib o rg a  o lib  topam iz:

] j { y ) d y - \  \ f ( x ,y )d y dx dy < s ( d - c ) .

Bu esa

\  J{y)dy = //w J J  f{x ,y)dy  dx= { N f{x,y)dy
c  a \ c  /  a  \ c
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ekanini bild iradi. Dem ak,
d f  +OL +*/'</ '
J  \ f ( x . y ) d x  dy  =  \  \ \ f { x , y ) d y  dx >
c \  a a  Vc

Endi f ( x , y )  funksiya AY2 = {(x,_y)e R2 : x  €  [a, +  oo), >-g [c, + cc)| to 'p la m d a  

berilgan  bo ’lsin.
19-teorema. f ( x , y )  funksiya M 2 to 'p la m d a  uz luksiz  va

] f ( x , y ) d x ,  \ f { x , y ) d y

in tegrallar m os ravishda [c ,+ o c) v a  [«, +  <») da  tek is yaqin lashuvchi b o 'ls in .

A gar
•m o Z -h x  X n

\  \ \ / { х ’У №  k v  (yoki \  \ \ f ( x , y \ d y  dx)
с \  a  J  a  \  с  У

integral yaqin lashuvchi b o ’lsa, u holda
» »  1 »  X -не / - и »  X

I  J  / ( ^  • у  к ) '  J  f  Ж  y k ^  t o 
il x  с У с X о У

in tegrallar yaqin lashuvchi va
+ОС Z  +X1 X +0 0 / 4 4 »  X

J I f /(*•>t o  t o  = M l / t o y t o j ^ -

b o ’ladi.
Bu teo rem an ing  isbotini o ’quvchiga havo la  qilam iz.
16.7-misoL Ushbu

j  = l ^ j x
0 x

integral hisoblansin.
4  Bu xosm as in tegraln ing yaq in lashuchi b o ’lishi 15-bobning 2-§ ida  k o 'rsa -  

tilgan edi. Endi berilgan  integralni h isob laym iz. B uning  uchun quyidagi

j ( a ) = J  = ' \ e ai— dx 
0 x

param etrga bo g ’liq xosm as in tegralni qaraym iz.
R avshanki,

/ ( , . * ) =  ( / ( 0 ,« ) = 1 )
x

funksiya
{(x, a ) e  R2 : х е [ 0 , +  co), a e  [О, с} с > о}

to 'p la m d a  uzluksiz,

fo ( x .a )= - e  ax sinx  
xususiy  hosilaga ega  va  u ham  u z lu k siz  funksiya. Q uyidagi

J fg{x,a)dx =  -  j  e " "  sin xdx
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in tegral esa  a > a 0. (a0 > O) da tek is yaq in lashuvchi. 16-teo rem aga  k o ’ra 

J'{o)=  f ( e ax S‘nX 1 dx = — [ e~“x sinxdx = ------
U  X )„ I 1 + «

b o ’ladi (qaralsin , 1-qism, 8-bob, 2-§). D em ak,
j ( a ) =  -a rc tg a  4- с .

о = +co b o ’lganda, j ( + c o )  = 0  b o ’lib, - ~  + c = 0 y a ’ni c = ~  b o ’ladi.

D em ak,

7 ( t i )  =  — -  a rc tga .

Bu teng lik d a  a  ->  0 da  lim itga  o ’tib  quyidag in i topam iz:

lim j ( a ) =  — .
a->0 2

Shunday  q ilib , j ( 0 )  = y a ’ni

c s/nx . я
J  =    dx = —

{ x 2 
b o 'lad i. ►

5-§. Eyler integrallari 
l". Beta funksiya va uning xossalari. M a’lum ki, ushbu

i
(16.32)

о
chegaralanm agan  funksiyan ing  xosm as integrali > 0 ,  e > 0  y a ’ni 

M  = {(a,e)e R1 : a e  (0, + со), е е  (О, + oo)] 
to ’p lam da yaq in lashuvchi (15-bob). A yni p ay tda  bu integral я  va  e  param etrlarga  
ham  b o g ’liq.

11-ta’rif. (16 .32 ) integral beta funksiya yoki I tu r E yler in tegrali deb ataladi 
v a  B(a,e)  kabi belg ilanadi, dem ak,

B(a ,e )= \xa- '( \-xY~ 'dx .
о

Shunday  q ilib , B(a.e)  funksiya  R2 fazodagi M  = ^ a , e ) e R 2 : 
a e(Q, + oo), e g  (0, +  go)} to ’p lam da berilgand ir.

Endi B(a,e)  funksiyan ing  xossalarin i o ’rganaylik .

1) (16 .32 ) integral

B{a, e) = J x0_l (l -  x Y 'd x  
о

ixtiyoriy  M  = { (о ,в)е  R2 . a  g  (a0,+oo), e  e  (g0,+  oo)} (a0 > 0 , e0 > O) to ’p lam da 

tek is yaq in lashuvch i b o ’ladi.



4  B erilgan integralni tek is yaq in lashuvch ilikka  tekshirish  uchun uni
quyidagicha

J V " 1 (l -  x)1' 1 =  J x " -1 (l - x)" 1 +  J x " -1 (1 -  x)" ' с/х
0 0 1

2

yozib  olam iz.
2

R avshanki, a > 0  b o 'lg an d a  |  x “''dx  in tegral yaq in lashuvch i, e > ( )
о

1
b o 'lg an d a  J ( l - x ) 6 '^ x  integral yaq in lashuvchi.

2 
2

uchunP aram etr a ning a > a 0 (a0 > 0 )  q iym atlari v a  V e > 0 ,  Vx g  ^ 0 ,  ^

x ^ 'O - x ) 8' 1 ^ x ^ - 'O - x ) "  1 ^ Z x """ ' 
bo ’ladi. V eyershtrass a lom atidan  foydalanib ,

j x - ' O - x X ' d k
0

integraln ing  tek is yaq in lashuvchilig in i topam iz.
Shuningdek , param etr с n ing e> 60 (e0 > 0) q iym atlari va  V « > 0 ,

Vx e —, 1 uchun
.2 )

x a ' ( \ - x ) e 1 < x a ' ( x - \ Y u~l < 2 { \ - x Y n~{ 

bo ’ladi va  y an a  V eyershtrass a lom atiga  k o ’ra  -  xY~ldx in tegraln ing  tekis
1
2

yaqinlashuvchilig i kelib  chiqadi.
I

D em ak, j x " " '( l  -  x)” 'dx  in tegral a > a 0 >0  va  g >  e0 > 0  b o 'lg an d a , y a ’ni
о

М0 = ^а ,в)е  R2 : a e [ a 0, + oo), e e [ e 0. +  co)} 

to ’plam da tek is yaqin lashuvchi b o ’ladi. ►

2) В(а,б)  funksiya M  = ^a.e)& R2 : д б ( а 0, +  со), e e ( e 0 , + oo)} to ’plam da 

uz luksiz  funksiyadir.
4  H aqiqatdan ham .

B ( a ,  e ) =  j x " ' ^ !  -  x ) * " '^  
о

in tegraln ing  M Q to ’p lam da tekis yaq in lashuvchi bo ’ lishidan va in tegral ostidagi 

funksiyan ing  V (o,e)€vV / da uz luksiz lig idan 15-teorem aga asosan  B{a,e) 
funksiya
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А/ -  {((v.e)e R2 : a e  (O, + 00 ), #?e(O, + 0 0 )} 

t o ’p lam da uz luksiz  b o ’ladi. ►
3) V(d7,<?)€ M  uchun В {а, в ) =  B(e,  a )  b o ’ladi.

I
< D arhaq iqat B(a,  e )  =  | x 0-1 (l - x)"  1 dx  in tegralda  x  = 1 - /  alm ashtirish

0

b ajarilsa, unda

^ ( a , e ) =  J x a_l(l - x ) s 'a!x =  =  B ( e , a )
о 0

b o ’lishini topam iz. ►
4) B( a , e )  funksiya  q u y idag icha  ham  ifodalanadi:

^ И о ^ г 7 * '

4  H aqiqatdan ham , (1 6 .3 2 ) in tegralda  x = ------- a lm ash tirish  bajarilsa, u holda
1 + /

I tco Z ■v" - 1 /  \ « - l  J ,  ICO ,<

e ( a . e )=  | х ‘’- | ( 1 - х Г ' л =  J —  i - —I IU + /J I I + 'J (1 + r)2 l (1 + 1У
b o ’ladi. ►

X ususan, o = l - o  (О < о  < l)  b o ’lganda

B ( a , l - a ) = 7  —  = - ? —
0 1 + I sin ал

b o ’ladi (qaralsin ; 17-bob). K eying! m unosabatdan  quyidag in i topam iz:

5) V(o, o ) e  М ' ( м '=  { (o ,o )e  R2 : a  e  (О, +  со), о e  ( l ,+  0 0 )}) uchun

В {a, e ) -  — -— B ( a .e  -  l)
o + o - l

b o ’ladi.
•4 (16 .32 ) in tegraln i b o ’laklab  in tegrallaym iz:

5 ( o , e ) = |x " " ' ( l - x ) e 'o!x = j ( l  - x ) e 4 t / f —  = —x ° ( l - x ) "  I  +

- I

d l

+ -—- J xu (l — x)° 2 dx = ——- j x"(l -x)" 2dx (a > 0, o > l) 
a о a 0

Agar x a (1 -  х Г 2 = х я- ‘[1 -  (1 - x)Xl -  х Г 2 = x ‘ '(1 -  ^  2 -  x fl- ' (l -  x )* '1 
ekanligini e’tiborga olsak, u holda

Jx°(l -  x f  2 dx = Jx" 1 (l -  x)r’~2dx -  J x" 1 (l -  x)" 1 dx = B(a, о -  l ) -  В(а, о)
o o  о

bo’lib, natijada

B(a, o) = - —- ( б ( о , в - 1 ) -  В (о, о)) 
о
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b o 'lad i. Bu tenglikdan esa

В(а,в) = — — —̂ B(a,  e - 1) (a >  0 , с  >  l)  
a  + e - 1

bo 'lish in i topam iz.
X uddi shunga  xshash  V(o, e ) e  M"  uchun

[S'l" = {(о.в)б  R~: a e ( l ,+ o o ) ,  e e (O .fc o )} )

B{a, в) = — — —  В (о - 1 .  в)
<7 +  6 - 1

b o 'lad i. ►
X ususan. в =  «  (пе  N )  b o ’lganda

В(а, п) =  ——— -— В (о, п - 1 )
Я  +  / 7 - 1

b o ’lib, keying! form ulani tak ro r q o ’llab quy idag in i topam iz.

« ( „ • „ )  ^  1 "  -  • 1 « („  i)^
<7 +  7 1 -1  <7 +  7 1 -  2  77 +  1

1 j
R avshanki, B(a, l ) =  f x a~'dx =  - .  D em ak.

о a

B ( a ,n ) = - j — -w2— ф у — ------ ч • (16.33)
a(a  +  lX<3 +  2)..(<7 +  7 7 - 1)

A gar (16.33) da  <7 = Til (m e  iW) bo’lsa, u holda
R ( m  n )  = ____________________ =  ( t i - 1 ) / ( 7 7 7 - I ),

777(771 +  1 ) ..(/77 +  77 -  1) (/Tl +  77 -  l ) z
b o ’ladi.

2". Gamma funksiyasi va uning xossalari. B iz  15-bobning 9-§ ida quyidagi

{ х а Л - г<& (16.34)
о

xosm as integralni qaradik . Bu chegaralanm agan  funksiyan ing  (<7 <  1 d a  x  =  0 
m axsus nuqta) cheksiz  oraliq  b o ’y icha  o lingan  xosm as integrali b o ’lishi bilan 
birga <7 ga  (param etrga) ham  bo g ’liqdir. U sha erda (16 .34 ) xosm as in tegraln ing 
<7 >  0 da  yaqin lashuvchi ekanligi ko ’rsatildi.

12-ta'rif. (16 .34 ) integral gam m a funksiya yoki II tu r E yler integrali deb 
ataladi va  Г(а)  kabi belg ilanadi. D em ak,

Г ( < 7 ) =  \ х а~'е~хс1х.
0

Shunday q ilib , / ’(<7 ) funksiya (O.+ 0 0 ) da  berilgandir. Endi Г  (a) 
funksiyan ing  xossalarin i o ’rgandik.

1) (16 .34 ) integral

Г(а)=  J V V  *<&
0

ixtiyoriy [<70 , e 0 ] (<7 <  <70 <  6 0 < o c )  o ra liq d a  tek is yaq in lashuvchi b o 'lad i.
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•«(16.34) in tegralni quy idag i ikki q ism ga ajratib ,

\ x a- ' e xdx = \ x u- 'e -xdx +  J x ^ ' e ^ d c
0 0 I

u larn ing  har birini a loh ida-a loh ida  tek is yaq in lashuvch ilikka  tekshiram iz.
A gar a0 (a0 > O) sonni olib , param etr a n ing  a < a0 q iym atlari qaralsa , unda

barcha  x  e  (0.1 ] uchun x “ le~x < - - | д b o ’lib, ushbu bobning  4-§ ida keltirilgan

V eyersh trass a lom atiga  asosan

j x ^ e - ’dx
0

integral tek is yaq in lashuvch i b o ’ladi.
A g ar eo (e0 > 0 )  sonni o lib , param etr a n ing  a > e0 q iym atlari qaraladigan 

b o ’lsa, unda  barcha x > 1 uchun

e J x 
b o ’lib,

+ »  ,

1 X
in tegraln ing  yaq in lashuvch ilig idan , yana V eyersh trass a lom atiga  ko ’ra

j v - V ' t i k
I

in tegraln ing  tekis yaq in lashuvch i b o ’lishini topam iz. Shunday  q ilib ,

Г { а ) =  \ x a Xe ' xdx 
о

integral [а0,б0 ] ( 0 < a 0 < e 0 <+oo) d a  tek is yaq in lashuvchi b o ’ladi. ►

2) Г{а)  funksiya (0 ,+oo) da  uz luksiz  ham da barcha tartibdag i uzluksiz 

hosilala rga  ega  va

Г (п)( а ) =  J x ‘" ,e - x( // tx ) rd c  (zz =  l ,2 , . . .)
0

■« V a e ( 0 ,  +  oo) nuqtani o laylik . U nda shunday  [a0, e0] ( 0 < o 0 < e0 <  + qo)  

ora liq  top ilad ik i, a e [ a 0,e0] b o ’ladi.

R avshanki,

r ( a ) = ] x a-,e - ,cJx
о

integral ostidag i f ( x ,  a)= x a~'e~x funksiya  M  = ^ x ,a )e  R2. x e  (О, +  oo), 

c 7 e (0 ,+  co)} to ’p lam da uz luksiz  funksiyadir. (16 .34 ) integral esa (yuqorida  isbot 

e tilish iga  k o ’ra) [a0, <?„] d a  tekis yaq in lashuvchi. U ho lda 4 -teo rem aga  asosan 

Г(а)  funksiya [«0,e 0 ] da, b inobarin , a nuq tada uzluksiz  b o 'lad i.
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(16 .34) integral ostidagi f ( x , a ) = x a~'e '  funksiya

a )  =  x a~ V  ‘ Inx

hosilasin ing  M to ’p lam da uzluksiz  funksiya ekan lig in i payqash  qiyin em as.
Endi

j  fa(x, a)dx =  j x a ~'e~x I n x  dx 
о 0

integralni [a0, e0] da tekis yaqin lashuvchi b o 'lish in i k o ’rsatam iz.
I

U shbu \ x a~'e~x Inx dx in tegral ostidag i x a' 'e  x Inx  funksiya uchun 0 < л < 1
о

da |xa lc  r Z/7x|< x 11" 'l/«x | tengsiz lik  o ’rin lid ir. ^ , ( x )  =  x 2|/» x | funksiya 0 < x < l

I ?a._i
da chegaralangan lig idan  va j x 2 dx in tegraln ing  yaq in lashuvchilig idan

о
i
j x "  '|/z7xjti!x ning ham  yaqin lashuvchi b o ’lishini va  V eyersh trass a lom atiga  k o 'ra
о

i
qaralayotgan j x " " le ' , /« x  rZx in tegraln ing  tek is yaq in lashuvch ilig in i topam iz.

о
S hunga o ’xshash  quyidagi

j x a~le ' x Inx dx 
0

integralda, integral ostidagi xa~'e x Inx  funksiya  uchun barcha x  >  1 da

xfl- V r Inx < xe° - |e -x lnx<  x^'e-* < j  ”

b o ’lib,

TS
in tegraln ing  yaq in lashuvch ilig idan , yana V eyersh trass a lom atiga  k o ’ra 

j x "  'c  r  Inx dx n ing  tek is yaq in lashuvchilig i kelib  ch iqad i. D em ak, [«0,e 0] da
I

| х 0”1е ’ г Inx dx in tegral tek is yaq in lashuvch i. U nda 16-teorem aga asosan
о

Г'(а) = j f x " " ^ " ' ^ ]  =  j  (xa~le~x\ d x  = j x a l e x Inx dx 
4 0 J o  0

b o ’ladi va  Г'(а) [u °o] da  b inobarin , a n uq tada  uzluksizdir.
X uddi shu y o ’l b ilan Г(а)  funksiyan ing  ikk inch i, uchinchi va  hokazo 

tartibdagi hosilalarin ing  m avjudlig i, uzluksizlig i ham da
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r % ) =  \ х а- 'е -х{1пхУ dx ( /7 = 1 ,2  )
о

b o 'lish i ko ’rsatilad i. ►
3) Г(а)  funksiya uchun ushbu

Г(а + \) = аГ(а)  ( a > 0 )
form ula  o ’rinli.

< H aqiqatdan  ham.

Г ( а ) = 1 х - ' е - жсЬ=  f  )
о 0  I  «  J

in tegralni b o ’laklab  in tegrallasak,

Г(а) = е х—  
a

^  +CO я I
+ f — e xdx = - r ( a  + \) 

о о «  "
b o ’lib, undan

Г(а + \)=аГ{а) (16.35)
b o 'lish i kelib  c h iq ad i>

Bu fo rm ula  y o rdam ida  Г(а  + п)  ni topish  m um kin. D arhaqiqat, (16.35) 
form ulani tak ro r q o ’llab

Г(а  +  2 )  = (a  +1 )Г(а + 1).

Г(а  + 3 )=  (a  + 2 )r (a  + 2).

Г  (a + n) = (a + n -  l ) r (a  +  /? -  l)

b o ’lish in i, u lardan esa
Г  (a + n) = (a + n -  lX<v + и -  2 )... (a + 2)(a +  l ) a / '( a )  

ekan lig in i topam iz. X ususan , a =  I b o 'lg an d a
r ( / i  + l ) = /7 ( / ! - l ) . . .2  i r ( l )

b o 'lad i. A g ar f ( l ) =  ^e~xdx =  1 b o ’lishini e ’tib o rg a  o lsak, unda  r ( n  + \)=n!  
о

ekanligi kelib  chiqadi.
Y ana (16 .35 ) form uladan foydalan ib  Г (2 )=  Г(\)=  1 b o ’lishini topam iz.
4) Г(а)  funksiyan ing  o ’zgarish  xarakteri.
Г  (a) funksiya  (0 ,+oo) o raliqda berilgan b o ’lib, shu o ra liqda  istalgan tartibli 

hosilaga  ega. Bu funksiyan ing  a = 1 va  a = 2 nuqtalardagi q iym atla ri b ir-biriga 
teng:

Г(1)=Г(2)=1
I (a) funksiyaga  Roll teorem asi ni (qaralsin , 1-qism, 6 -bob , 6-§) tatb iq  qila 

olam iz, chunk! yuqorida  keltirilgan  faktlar Roll teorem asi shartlarin ing  
bajarilish in i ta ’m inlaydi. D em ak, R oll teo rem asiga  k o ’ra, shunday  a*  (l <a*<2)  
top ilad ik i, Г'(а  *) = 0 b o 'lad i.

V a e  (O, + cc) da
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Г '(а)= ^ х а~'е~ ' In2 х  dx > 0
о

b o ’lishi sabab li, Г '(о )  funksiya (0, + oo) o raliqda q a t’iy o ’suvchi b o ’ladi. D em ak.

Г ’(а) funksiya (0, + qo)  da a*  nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi. 
ya’ni

Г ’(а)= j x a le ' K Inx dx = 0 
0

tenglam a (О, + со) o ra liqda a * dan  boshqa  ech im ga ega em as. U holda

0 < a < a *  da  Г'(а) < 0
a*  < a  < +co da f  "(a)> 0 

b o 'lad i. D em ak Г  (a) funksiya a*  nuqtada m in im um ga ega. U ning  m inim um  

qiym ati Г  (a *) ga  teng.
T aqrib iy  h isoblash  usuli bilan

o *  =  1 ,4 6 1 6 .. . ,  Г ( а *)= minГ(а)=  0 ,8 8 5 6 . .

b o ’lishi topilgan.
f ' (a)  funksiya a> a*  d a  o ’suvchi bo ’lganligi sababli a> n + \ ( n e N )  

b o ’lganda Г(а)> Г(п + \) = п! b o ’lib, undan
lim l'{a)= -ко

bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tom ondan , ti->+() d a  /”(a + l ) - > / ’( l)=  1 ham da Г(а) =  — - ckan-
a >

ligidan lim Г(а)= -нс  kelib  ch iqad i. Г  (a) funksiyan ing  grafig i 52-ch izm ada
a -»+0

tasv irlangan .

52-chizm a
3". Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish. B iz quy ida  В(а,в)  va  

r ( t i )  funksiyalar orasidagi bo g ’lanishni ifodalaydigan form ulani keltiram iz.

M a’lum ki, Г  (a) funksiya (0, +  co) da, B(a,e)  funksiya  esa  R2 fazodagi 

M  =  |(x ,_y)e R2 : a  e  (0, + со), е е  (О, + oo)} to 'p la m d a  berilgan.

2 1-teorema. У (a, e )e  M  uchun
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formula o ’rinlidir.

4  Ushbu r ( t i  + s )=  \ x a*e~'e~xdx ( a > 0 ,  e > 0 )  gamma funksiyada o 'zga-
o

ruvchini almashtiramiz:
x  = (l +  / ) y  ( / > 0 ) .

Natijada

Г  (a + e) = J(l + +t)dy = {\+ J y ^ ' e ^ J y .
о о

bo’ladi.
Keying! tenglikdan quyidagini topamiz:

t  (a  + g) _  f й+e-i -(i+ib j . .

(1 + / Г  Jo
Bu tenglikning har ikki tomonini Za”1 ga ko’paytirib, natijani (О, + oo) oraliq 

bo’yicha integrallaymiz:

Г(а  + ву \ 1;^ - г Л  = \
о V +  , 7  О V  0

Agar

f -  - —— dt =B(a, e)
Jo 0 + < r

ekanini e ’tiborga olsak, unda

Г  (a + в)в(а, e ) =  f J y a+'- 'e - ('+,)yd y \ a-'d i (16.36)
о Ч о J

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o ’ng tom onidagi integral / '(« )•  Г (в) ga teng 
bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun. avvalo bu integrallarda integrallash tartibini 
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari 
bajarilishini ko 'rsatishim iz kerak.

Dastlab a > \ ,  e > 1 bo’lgan holni ko’raylik.

o >  1, e >  I da, ya’ni |с/, e )e  R2 : a e ( l ,  + co), ee(l,4 -co )] to ’plam da integral 

ostidagi

f ( t l y ) = y a+‘-'ta-'e-{l+,)y 

funksiya V(/, >’) e  {(/, y ) e  R1 : / e  [O, + oc), y e  [O, + oo)| da uzluksiz bo’lib, 

f ( t , y ) = y a*'~'la~[e~(" ()y>Q bo’ladi.

Ushbu \f{t,y)dy= \ta~xy a*e~[e ^ ydy integral l o ’zgaruvchining [O.+oo) 
о о

oraliqda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki
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o V 4"*;
Ushbu

] A u y \ i i = \ r ' y - ' e ^ dt
о  0

integral у  o 'zgaruvchining [0,+co) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki

=  Г(а)у‘-'е-у
0

va nihoyat, yuqoridagi (16.36) munosabatga ko 'ra

0 V )  /

integral yaqinlashuvchi.
U holda 19-teoremaga asosan

McZ *e Л
f U.
о VII )

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
K»Z *00
{ J U = I  ( , < - 1 ^ - ^  
о у» J u v i

bo’ladi. O ’ngtom ondagi integralni hisoblaymiz:

f { J r y ^ ' e ^ d y ^ d t  = J J/ 1' = J =
o v o  У 0 V 0 J o  о J (16.37)

=  j  / " V ' - L  |у - 'с " , / Х * = л ( ‘'УХ«)
о Д' V o  У о

Natijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan
I'(a + в)В(а.в)= Г(а) Г(в)

ya’ni

B(a.e)=  r < ° ) r f e l  f / 6 J 8 /
Г  (a  + e  )

bo'lishi kelib chiqadi. Biz bu formulani a >  l . e >  I bo 'lgan hoi uchun isbotladik. 

Endi umumiy holni ko’raylik.
Aytaylik, a  > 0 ,e  > 0 bo 'lsin . U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko 'ra

(16.39)
Г(а + e + 2)

bo'ladi.
В(а,б)  va I (a) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

B(a  +  l ,e  + l ) = — ——  B(a, в + l ) =  — - — - — - — B(a,  e), 
a + c + 1  t i + e + l  a + e

Г  {a +  1) = аГ(а), f ' ( e  + 1) = вГ(в), Г(а + e + 2) =
=  ( a  +  « +  l ) / ' ( a  + e  +  l)  =  ( a  +  e  +  lX «  +  е ) г ( а  +  e)
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N atijada (16.39) formula quyidagi 
ae

B(a,e) =
аГ(а)вГ(в)

(а + в)(а + в + l)  (о + e \ a  + в + \)Г(а + в)
ko’rinishga kcladi. Bu esa (16.38) formula o > 0 .e > ( )  da ham o ’rinli ekanini 
bildiradi. ►

l-natija. Va e  (O, l) uchun

Г ( а ) Г ( \ - а )  = —^ —  
sin а л

bo’ladi.
< Haqiqatdan ham. (16.38) formula в = \ - а  (0 < д < l) deyilsa, unda

В(а Л - а у _ Е Щ ^ Л
r(i)

bo’lib. B ( a . \ - a )  = — - —  ( 0 < д  < l) va r(l)= 1 munosabatlarga muvofiq 
sin а л

Г (д )г ( |-д )  = — ( 0<о<1) >
sin а л

(16.40)

O datda (16.40) formula keltirish formulas! deb ataladi. 

Xususan, (16.40) da д = ^  deb olsak, unda

bo’lishini topamiz. 
2-natija. Ushbu

formula o ’rinlidir.
^  (16.38) m unosabatda a -  e deb

В ( а , а ) - ? Ц £ М
Г(2а)

bo'lishini topamiz. S o’ngra
. , 1Й-1

e ( a .a ) = J l x ( l - x ) J , l abr = J 1 ^ 1
о 0 4 1 2

= 2} dx

1 1 г
integralda - - x  = - V /  almashtirishni bajarib.

B(a.a)~  2j 
о

ga ega bo’lamiz. Natijada 

bo’ladi.

a ~ * 1  1 j I  L j z I

4 2 V г 2"-' 12

Г (2a) 2 2fl- '  U '
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Yana (16.38) formulaea ko’ra

r n

Г(0 + - )  Г[а+-

bo’lib, keyingi munosabatlarda
Г ( а )  I r -  I

г(а+1'
ekanligi kelib chiqadi. Demak,

Г(«1)г|0 + 1) = ̂ гГ(2а)> (16.41)
Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

Mashqlar
I6.H. Ushbu

M = ^x , y ) eR2: 0 <  x < 1,0 < >» < l) 
to ’plamda berilgan

f ( x , y ) = x y
funksiyaning >»->0 da limit funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish 
notekis bo’lishi ko’rsatilsin.

16.9. Ushbu

] / ( * , > >

integral ta ’rifi keltirilsin.
16.10. Ushbu

a) f e ' 1* dx =  («  > 0)

tv  f СОЛ"6CV , /Г _д /  zx\
b) \ - -  ~— cix = ~ e  (a > 0)

о 1 +  *  2

= ^  (a  > O) J 1 + x  2
tengliklar isbotlansin.

16.11. Ushbu

jV *  cos xydx 
0

integralning (+co, -  cc) da u parametr bo’yicha tekis yaqinlashishi ko’rsatilsin.
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16.12. Ushbu
I
\1пГ(х\1х
0

integral hisoblansin.
16.13. Ushbu

lim \e  nxdx = \я-»® 0
tenglik isbotlansin.

A
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K a rra li in teg ra lla r

M atematika va fanning boshqa tarmoqlarida ko 'p  o ’zgaruvchili 
funksiyalam ing integrallari bilan bog 'liq  m asalalarga duch kelamiz. Binobarin. 
ularni -  karrali integrallarni o ’rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar nazariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek, 
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning 
tatbiqlari o 'rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi m a’lum otlardan muttasil 
foydalana boriladi.

I-§. Tekis shaklningyuzi hamda fazodagi jismning  
hajmi haqida ba 'zi та ’lumotlar

Aniq integralning tatbiqlari m avzusida tekis shaklning yuzi hamda jism ning 
hajmi haqida m a'lum otlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar 
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to ’g ’risidagi ta 'r if  va tasdiqlarni talab 
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shaklning yuzi, jism ning hajmi tushunchalari matematikada 
muhim bo’lgan to ’plam ning o ’lchovi lushunchasini tekislikdagi shaklga, fazodagi 
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart 
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekislikda, sodda yopiq chiziq bilan 
chegaralangan tekislik qismidan tashkil topgan (0 )  shaklni (tekislik nuqtalari 
to ’plamini) qaraylik. (Q) shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) dO bilan, 

(Q)\JdO  ni esa (g )  bilan belgilaymiz:

@ = fc )u a g .
Masalan, koordinatalari ushbu x > 0 ,  > -> 0 , x +у  <\ 
tengsizliklami qanoatlantiruvchi (x .y)  nuqtalardan tashkil topgan to’plam 

(Л)= j(x,y)e V?2 : x > 0, ^ > 0 ,  x + > -< l)
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
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Ox o 'qidagi birlik kesm a (0 < x  < l) , Oy o ’qidagi birlik kesma (0 < .y < l)  
hamda ( l ,0 )  va (O, l) nuqtalarni birlashtiruvchi to ’g 'ri chiziq kesmalari birgalikda 
(д )  uchburchak shaklining chegarasi дД ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tekislik 
qismidan tashkil topgan ko'pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari 
o ’quvchiga m a’lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (<2) shakl bilan birga (/l) va (ti)  ko’pburchaklarni olaylik.
Agar (.4 ) ko’pburchakning har bir nuqtasi ( o )  ga tegishli bo’lsa, ( a )  

kpburchak (Q) shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda (a )c z (q ) .
Agar ((7) ning har bir nuqtasi (в )  ko’pburchakka tegishli bo’lsa, (В) 

ko’pburchak (o) shaklni o ’z ichiga oladi deyiladi (bunda ( ( ) ) c ( t i ) ) .
Agar A va В lar m os ravishda (/!) va (fi) ko’pburchaklam ing yuzlari 

bo’lsa, unda
A < B  (17.1)

bo'ladi.
Aytaylik, (O) shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 

to ’plam {/l}, (Q) shaklni o ’z ichiga olgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 
to ’plam {/?} bo’lsin. Ravshanki, {a } va {#} lar sonlar to ’plami bo’lib, {a } 
yuqoridan, {fi} quyidan chegaralangan. Unda to ’piamning aniq chegaralari 
haqidagi teorem aga ko’ra 

i  sup{A}=Q., m f{B}= Q'
lar mavjud.

Odatda, Q, son (Q) shaklning quyi yuzasi, Q son esa (y )  shaklning yuqori 
^ yuzasi deyiladi.

Tasdiq. Q. va Q‘ m iqdorlar uchun

Q .< Q '  (17.2)
tengsizlik o ’rinli bo’ladi.

•^Teskarisini faraz qilaylik, Q. > Q'  bo’lsin. Bu holda Q . - Q ' > 0  bo ’ladi. 
Aniq chegara ta ’riflariga ko’ra V f  > 0 , jum ladan

uchun shunday (Л0) с ( £ ) ) ,  (S0)=) ( у )  ko’pburchaklar topiladiki,

A0 > Q . - £ ,  B0 < Q '+ £  
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

B o - 4 , < Q '  + £ - ( 6 - - £ ) = 6 ' - 6 -  + 2 c = Q ‘ - e . + ( { 2 . - Q ' ) = 0 .
Keyingi tcngsizlikdan A 0 > B 0 bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o ’rinli 

bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o ’rinli. ►
I-ta'rif. Agar

Q - = Q '
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tenglik o ’rinli bo’lsa, (Q) shakl yuzaga ega deyiladi.
Ushbu

Q .= Q '
miqdor (Q) shaklning yuzi deyiladi va uni Q orqali belgilanadi:

Q = Q - = Q \
I-teorema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun V s > 0  son 

olinganda ham (y )  shaklni ichiga chizilgan shunday (/f) ko’pburchak. ( ^ )  
shaklni o ’z  ichiga olgan shunday (# )  ko’pburchaklar topilib.

B - A < e  (17.3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

* Zarurligi. Aytaylik, (q ) shakl yuzaga ega bo’lsin:

Q = Q. = Q \
Aniq chegara ta ’riflariga ko’ra, V f > 0 uchun shunday 

ko’pburchaklar topiladiki,

y a m

A > Q - ~ ,  B < 0 + -  
2 2

bo’ladi. Bu tengsizliklardan
B - A < £

bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, ( .4 ) c  ( ^ ) , (/?)z> ( ^ ) ko’pburchaklar uchun

В — A < £
tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki, A < Q ..  B > Q ‘ . Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib 
topamiz:

A < Q . < Q '  < В .
Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra

Q - Q . < B - A < e

bo’ladi. Demak, (? .= £* .►
Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo 'lm asligi mumkin) 

berilgan bo’lsin.
2-ta'rif Agar shunday (A0) ko’pburchak topilsaki,

1 ) / с ( Л о ) ;
2) > 0  uchun Aq KE bo’lsa, I nol yuzali chiziq deyiladi.

Tasdiq. Agar I chiziq [tf,e] segmentda u/.luksiz bo’lgan f ( x )  funksiyaning
grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq bo’ladi.

4 V f  > 0 sonni olib, [o, e] segmentini shunday
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h .  **+|]  (* = 0 .1 .2 ...... A7-1; x0 =a. xn =e)
bo’laklarga ajratam iz, har bir [xk , xt t l ] da f ( x )  funksiyaning tebranishi

e

b o ’lsin.U holda / chiziqni o ’z ichiga olgan (/!(,) ko’pburchakning yuzi
M-l

к -  тк \ ХкЛ ~  Xk)
*= 0

bo’ladi, bunda
M k = su p { f{x ) \  x e [ x k+i,x t \  , ,x

. w  ,z  x, r  1 (* = 0 .1 .2 ........n - \ )
х Ф к ‘Хк+1\

Ravshanki,

=  Z"AA** < Z A ** =  f  (Ax* = x i> l- x A).
*^o в k=o

Demak, Z nol yuzali chiziq. ►
Bu tushuncha yordam ida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha ifodalasa 

bo'ladi.
2-teorema. Tekislikdagi (q ) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi 

dQ nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va yetarli.
Natija. Agar (Q) shaklning chegarasi dQ  har biri у  = / ( x ) e C [ a ,  с] yoki 

x = g ( y ) ^ C \c-d\  funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziqlardan tashkil 
topgan bo’lsa, u holda (Q) shakl yuzaga ega bo’ladi.

2°. Yuzaningxossalari Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.
1). A gar tekislikdagi (O ,), (Q2) shakllar yuzaga ega bo 'lib , ( o , ) c (02) 

bo’lsa, u holda

bo'ladi.
2). Agar (Q,) va (CZ2) shakllar yuzaga ega bo’lsa, u holda ( Q j U f a )  ham 

yuzaga ega bo’lib, shaklning yuzi (O ,) va (Q2) shakllar yuzalarining
y ig ’indisidan katta bo'lm aydi.

Agar bu (Qt) va (Q2) shakllar chcgaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega 
bo’lmasa. y a ’ni

(e,)n(ea)=0
bo’lsa, u holda ( 6 ,) U ( y 2) shaklning yuzi (5 ,)  va (Q2) shakllar yuzalarining 
yig 'indisiga teng bo 'ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.

3°. Tekis shaklni ho'laklash. Tekislikda biror yuzaga ega {Q) shakl berilgan 
bo’lib,

( a M a t - ,  ( a )
shakllar uning yuzaga ega bo’lgan oismiy shakllari, y a ’ni

( a ) c ( e )  ( * = i , 2  n)
bo'lsin. Agar (5 ,), (Q2) (Q,,) shakllar uchun



1 > ( й ) и ( е 2) и - и ( е „ ) = е ,
2) ixtiyoriy {Qh) va ((?,) lar (Л =  1.2 n, / =  1.2 n)  umumiy nuqtaga

(chegaradagi nuqtalardan boshqa) ega bo'lm asa, (Q{ ).{Q2 lar ( ^ )  da

bo’laklash bajaradi yoki (Q) shakl ((?i) .({?2 )■ ■ (£?«) shakllarga bo'laklangan 
deyiladi. (Q) shaklni (0 ,), (C?2)...... (5 „ ) larga bo'laklashni P bilan belgilanadi:

р - Ш Ш Л  ( f t ) } .
Ushbu

d((Qk ))=  supp{(x',y '),(x ',y '))
((x ',y ')e(Qk), (x" .y ')e (Q k) * = 1.2 ,3  n)

miqdorlarning eng kattasi P bo’laklashning diametri deyiladi va A,, kabi 
belgilanadi:

A,. = maxd{{Ok))
1<*5Я

Masalan. ushbu
< x < j r t t l . y ^ y Z y ^ }

(* = 0 ,1 ,2 ,.... я - 1, /  =  0 .1 ,2  m - l ;  x0 = a, xn = в, y 0 = c, y m = d)
to ’g 'ri to ’rtburchaklar

(Q)= R2 : a < x < e .  c < y < d ]
shaklni P bo’laklashni hosil qiladi, bunda

Яр = max [J Axk + Ay.2 I 
os*<n-r 7
0S>5m -l

bxk = xk t l - x k , Ayl = y l^ - y i

4U. Jazoda jismning hajmi. R3 fazoda Dekart koordinatalar sistemasi 
berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday 
sirtlarning bir nechtasi bilan) o ’ralgan (У) jism ni ( R 3 fazo qismini) qaraylik. (l ) 
jismni o ’rab turgan sirtni - (v )  jism ning chegarasini dV  bilan, (v ) \JdV  ni [V) 
bilan belgilaymiz:

( v ) = ( y ) \J d V .
Masalan, koordinatalari ushbu

x 2 + y 2 + : 2 <\
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ( x .y , : )  nuqtalardan tashkil topgan 

{ s ) = ^ x , y . - ) e R 3: x 2 + /  +  z 2 < l}  
to 'plam , markazi (O.O.O) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni -  jism ni ifodalaydi. 
Uning chegarasi

d5 = {(x,>;.-)e/?3 ; x 2 + / + z 2 = l}
4

sfera bo 'ladi. Bunday jism -shar hajmiga ega \ а  V = - - л  ga teng. Umuman, fazoda

ko’pyoqliklam ing hajmga ega bo’lishi va uni topish qoidalari o ’quvchiga m a'lum  
deb hisoblaymiz.

206



Endi /?3 fazoda ( f )  jism  bilan birga (F)  va (G) ko’pyoqlami qaraymiz.
Agar (/•') ko 'pyoqlikning har bir nuqtasi (v) ga tegishli bo’lsa, (f)

ko’pyoqlik (v )  jism ning ichiga joylashgan deyiladi (bunda ( F ) c ( l / )).
A gar (У) ning har bir nuqtasi (G) ko 'pyoqlikka tegishli bo’lsa, (G)

ko ’pyoqlik (K) jism ni o ’z ichiga oladi deyiladi (bunda ( P ) c ( G ) ) .
Agar F  va G lar mos ravishda (F )  va (G ) ko’pyoqliklarning hajmlari

bo’lsa, unda
F <G

bo'ladi.
Aytaylik, (l7) jism ning ichiga joylashgan ko 'pyoqliklar hajmlaridan iborat 

to ’plam {f }, jism ning o ’z ichiga olgan k o ’pyoqliklar hajmlaridan iborat to ’plam 
{G} bo’lsin. Unda

5ир{ғ}=ғ., inf{G}=V'
lar mavjud.

3-ta ’rif. Agar

F .= F *
tenglik o ’rinli bo’lsa, (f ) jism  hajm ga ega deyiladi. Ushbu

F . =  F  ‘

miqdor ( f ) jism  hajm ga ega deyiladi. Uni F kabi belgilanadi:

F  =  F . =  F*

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jism ning hajmi tushunchalarida bir-biriga 
o ’xshashlik borligini inobatga olib, jism  hajm ining mavjudligi haqidagi teoremani 
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (F ) jism  hajm ga ega bo’lishi uchun V f  > 0 son 
olinganda ham (F ) jism ning ichida joylashgan shunday (F )  ko ’pyoqlik, (F ) 
jismni o ’z ichiga olgan shunday (G) k o ’pyoqliklar topilib, ular uchun

G -  F  <£
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-§. Ikki karrali integral ta 'riflari 
l". Integralning ta'rifi. Tekislikda biror chegaralangan ( D)  soha (shakl) 

berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plamini 3  bilan belgilaymiz. 
Aytaylik, (D)  sohada f ( x , y )  aniqlangan. Bu (D ) sohaning 

P  = { (D ,) .(O 2 ) .. .(0 j} < = 3  
bo'laklashini va bu bo’laklashning har bir (Dk) {k = 1, 2 . . . . , и) bo’lagida ixtiyoriy

{bk- 'h )  (£ = 1,2 n) nuqtani olaylik. Berilgan funksiyaning ( 4 , '/*) nuqtadagi
qiymati / ( 4 .r]k) ni Dk ( Dk - (Dk) sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi

о - = Е / ( 4 л * ) ^ *
*=i

y ig ’indini tuzamiz.
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1-ta'rif. Ushbu

<7= Z /(& .';*)£>*
*=i

yig 'indi, f { x . y )  funksiyaning integral yig 'indisi yoki Riman yig 'indisi deb 
ataladi.

Masalan, f ( x , y ) = x y  funksiyaning (D ) sohadagi integral yig 'indisi

" = 6 / ( # , л , к = 1 : й ' 7 , о 1
*=i *=i

bo’ladi, bunda
(A = 1.2 n)

Yuqorida keltirilgan ta 'rifdan ko’rinadiki, f ( x . y )  funksiyaning integral 
y ig’indisi a  qaralayotgan f ( x , y )  funksiyaga, (d ) sohaning bo’laklash usuiiga 
ham har bir (Da ) dan olingan ( 4 - V*) nuqtalarga bog’liq bo’ladi:

<7? = * ? ( / •
Endi (Z)) sohaning shunday

Р . л  (17 4)
bo’laklashlami qaraymizki. ulam ing diamctrlaridan tashkil topgan

- л!>г ...... Лр",

ketma-ketlik nolga intilsin: Я,, - > 0 .  Bunday Pm (aw = 1,2,...) bo’laklashlarga 

nisbatan f ( x , y )  funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

°п, = ЪА$к'Пк)Р>к-
t=i

Natijada D  sohaning (17.4) bo’laklariga mos f { x , y )  funksiya integral 
yig’indilari qiymatlaridan iborat quyidagi

 —
ketma-ketlik hosil bo 'ladi. Bu ketm a-ketlikning har bir hadi { fk,rjk) nuqtalarga 
bog’liq.

2-ta'rif  Agar (/.)) sohaning har qanday (17.4) bo’laklashlar ketma-ketligi 
{Z1,,,} olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {cr,„} ketma- 
ketlik, ( 4 ,  t]k) nuqtalarni tan lab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt 
bitta J  songa intilsa, bu J  son cr yig’indining limiti deb ataladi va u

Jim a  =  lim  £  / ( 4 , rjk )l)k =  J
Л/. —>0 X/» —>0 ̂  j

kabi belgilanadi.
Integral y ig ’indining limitini quyidagicha ham ta ’riflash mumkin.
3-ta'rif  Agar V s > 0 son olinganda ham, shunday £ > 0  topilsaki, ( d )  

sohaning diametri 2.p < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (Uk) 

bo’lakdagi ixtiyoriy (4 . <h) lar uchun



tengsizlik bajarilsa. J  son cr yig’indining limiti deb ataladi va u
lim a  = J

Ar ->0

kabi belgilanadi.
4-ta'rif. Agar Я,, -> 0  da f ( x , y )  funksiyaning integral yig’indisi a  chekli 

limitga ega bo’lsa, f { x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi (Riman 
m a’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu cr yig’indining chekli limiti J  
esa f { x , y )  funksiyaning ( d )  soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

(D)

kabi belgilanadi. Demak,

Я А х >у У*° = / i m °  = Ё/(<* л* )̂ * •
(О) 0 = i

Masalan, f ( x . y ) =  С (С  = const) funksiyaning (D ) soha bo’yicha integral 
yig 'indisi

(T = Y * C D k = C D
* = i

bo 'lib , Лр ->  0 da lim <7 = CD bo’ladi. Demak,

Я  CdD = C D .
( o )

Xususan, f { x . y ) =  I bo’lganda

\ \d D  = D 
(о)

bo’ladi.
l-eslatma. A gar f { x , y )  funksiya (D) sohada chcgaralanmagan bo’lsa, u shu 

sohada integrallanmaydi.

2 . Darbu yig  'indiluri. Ikki karrali integralning boshqacha ta 'rifi.
I). Darbu y ig ’indilarL f ( x , y )  funksiya ( d ) c  R2 sohada berilgan bo’lib, u 

shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday o ’zgarm as m va M  sonlar 
mavjudki, V (x ,^ )e  ( d )  da

m 5  f ( x , y ) <  M
bo’ladi.

(D)  sohaning biror P bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir (Dk)
(A = 1,2 n )  bo’lagida f ( x , y )  funksiya chegaralangan bo’lib, uning aniq
chegaralari

='■”/ { / ( * . >0 (x .> )e (D t )}, M k = sup{ f(x ,y ) :  
mavjud bo’ladi. Ravshanki, \ / ( x ,y ) e (D k) uchun

mk < , f ( x ,y ) < \ { k (17.5)
tengsizliklar o ’rinli.
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5-ta'rif. Ushbu

* = i> ,0 , .  s  = Iw*o,
*  =  l  k=\

yig 'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori y ig ’indilari deb ataladi.
Bu ta ’rifdan, Darbu y ig ’indilarining / ( x , y )  funksiyaga hamda (D) sohaning 

bo'laklashiga bog’liq ekanligi ko’rinadi:
s = i,( /) , S = sr(/).

Shuningdek, har doim 

bo’ladi.
Yuqoridagi (17.5) tcngsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:

i>,D , s s •

* = i  * = i  * = i

Demak,
s ,,{/)<, о  P{f;!;k ,nk)< .Sr{ f) .

Shunday qilib, f { x , y )  funksiyaning integral y ig ’indisi har doim uning Darbu 
y ig ’indilari orasida bo’lar ekan.

Aniq chegaraning xossasiga ko’ra
m<mk , Mk < M {k = 1,2,..., n)

bo’ladi. Natijada ushbu

s =  ^ m kDk > m ^ D k = m D ,
* = i  * = i

* = i  * = i

tengsizliklarga kelamiz. Demak, V /5 e 3  uchun
mD < s < S  < MD (17.6)

bo'ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini bildiradi.

2) Ikki karrali integralning boshqacha ta'rifi. f ( x , y )  funksiya ( / ) ) c  R 2 
sohada berilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangan bo’lsin. (d ) sohaning 
bo’laklashlari to ’plami 3 =  {p} ning har bir P e 3  bo’laklashiga nisbatan f ( x , y )  
funksiyaning Darbu yig’indilari sP( f ) ,  SP( f )  ni tuzib,

{^(/)|. (s,(T)}
to ’plamlami qaraymiz. Bu to’plamlar (17.6) ga ko’ra chegaralangan bo’ladi.

6-ta’rif. {sf.(/)} to ’piamning aniq yuqori chegarasi f ( x . y )  funksiyaning (D) 
sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u

J  = j j f ( x . y ) d D

kabi belgilanadi.
{S,>(/)} to ’piamning aniq quyi chegarasi / ( x . y )  funksiyaning ( d )  sohadagi 

yuqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u
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(О)
kabi belg ilanadi. D em ak,

l = \ \  f{x ,y )d D  = 5u/9{s), 1 = \ \  f{ x ,y )d D  =  m/{S}.
(5) (o)

7-ta'rif. A gar f ( x , y )  funksiyaning (d ) sohada quyi hamda yuqori ikki kar
rali integrallar bir-biriga teng bo 'lsa, f ( x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi 
deb ataladi, ularning umumiy qiymati

J  = j \ f ( x , y ) d D  = \ \ f ( x , y ) d D .
( o )  ( o )

f ( x , y )  funksiyaning ( d )  sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

\ \ f { x .y )d D
(n)

kabi belgilanadi. Demak,

Я f{* .y )dD  = fj f ( x ,y )J D  = \ \ f { x , y ) d D  .
(o) (d) (d)

Agar

Ц А х .у № * [ \ Л * . у №
U>) (/->)

bo 'lsa , j \ x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi
f \ x , y )  funksiyaning ( D ) c  R2 soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi 

masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (D ) sohaning hamda Darbu 
yig 'indilarining xossalarini keltiramiz.

(D ) sohaning b o ’laklashlari xossalari 1-qism, 9-bobda o ’rganilgan [a, e] 
segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil 
mulohaza asosida olib borilishini e ’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz 
keltirishni lozim topdik.

f { x , y )  funksiyaning Darbu y ig ’indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi 
shundaydir.

Faraz qilaylik, 3 - { / , } - (D )  soha b o ’laklashlari to ’plami bo’lib, /j  e 3 ,  
/2 g 3  bo ’lsin:

қ  = Й М ).(о 2)  ..(Д ,)}
Л = { ( Д ') . ( о ; )  t o ) } .

Agar /j  bo’laklashdagi har bir ( Ц )  (/ = 1,2 n) P2 bo’laklashdagi biror
(D ') (/ = 1,2 ...... n ’)  ning qismi bo’lsa, P, bo’laklash P2 ni ergashtiradi deyiladi va
P, с  P, kabi yoziladi. Ravshanki, P, с  P2 b o ’lsa,



b o ’ladi.
l". Darbu yig'indilarining xossalari f ( x , y )  funksiya (D) sohada berilgan 

va chegaralangan bo 'lsin . (D ) sohaning R bo 'laklashini olib, bu bo 'laklashga 
nisbatan f ( x , y )  funksiyaning integral va Darbu y ig ’indilarini tuzamiz:

= ° " / - ( / '4 . ^ ) = Z / ( 4 . ^  )Dk ,
*=i

* = * / - ( / ) =  ! > * £ , »
*=i

S  = SP( f ) = ± M kDt .
k^\

1) V i-> 0  olinganda ham {^k,qk ) e  ( / ) , ) nuqtalarni (* =  1,2 n)  shunday
tan lab olish mumkinki,

Q - S p ( f ) - < T p ( f ) < e ,
shuningdek, (^k ,rjk)e  (Dk) (* = 1,2 n)  nuqtalarini yana shunday tan lab olish
mumkinki,

0 < a p ( f ) - S p ( f ) < £

bo'ladi.
Bu xossa Darbu yig’indilari s , , ( / ) ,  S p ( j )  lar uchun integral yig’indi < j^ ( /)  

muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi ham da aniq yuqori chegara 
bo’lishini bildiradi.

2) A gar P\ va P2 lar (D ) sohaning ikki bo’laklashlari bo’lib, P[ с  P2 bo’lsa, 
u holda

» / . , ( Z ) s ^ ( / ) .  s , , ( / ) a s f i ( z )
bo’ladi.

Bu xossa (£)) sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta borganda ularga 
mos Darbuning quyi y ig ’indisining kamaym asligi, yuqori y ig ’indisining esa 
oshmasligini bildiradi.

3) Agar P] va P2 lar ( d )  sohaning ixtiyoriy ikki bo’laklashlari bo’lib. Sp ( f ) ,  

Sp, ( f )  va ( / ) ,  Sp2( f )  lar f ( x , y )  funksiyaning shu bo’laklashlarga nisbatan 

Darbu y ig ’indilari bo’lsa, u holda

spi ( / ) -  $г2 ( / ) ’ sp2 ( f ) - S p yi f )
bo'ladi.

Bu xossa, (D ) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi y ig ’indilar 
to ’plami { ? Д /) | ning har bir dem enti (yuqori yig’indilar to ’plami {5^(_/")} ning 

har bir dem enti) yuqori y ig ’indilari to ’plami { s ^ / ) }  ning istalgan elementidan 

(quyi yig’indilar to’plami {^(Z )}  ning istalgan elem entidan) katta (kichik) 

emasligini bildiradi.



4) Agar f { x , y )  funksiya ( /))  sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 
holda

sup{sP( f ) ) < in f \S H{ f) )
bo’ladi.

Bu xossa f ( x , y )  funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki 
karrali integralidan katta emasligini bildiradi:

J U J .
5) Agar f ( x , y )  fu.tksiya ( /) )  sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 

holda V e > 0 olinganda ham, shunday 5  > 0  topiladiki, (Z)) sohaning diametri 
A,, <fi bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun

s , ( / ) < 7  + s  (0 5 S , ( / ) - J < f ) (J77)
s r ( / ) > l - e  (0 5  j r - . v , ( / ) < f )

bo’ladi.
Bu xossa f ( x , y )  funksiyaning yuqori ham da quyi integrallari AP -+Q da 

mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi y ig ’indilarining limiti ekanligini 
bildiradi:

J  = lim S M ) ,  J. = 4m s H( f )
A p d » 0

2". Ikki karrali integralning mavjudligi Endi ikki karrali integralning 
mavjud b o ’lishining zarur va yetarli shartini (kriteriysini) keltiramiz.

I-teorema. f ( x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun, 
V f > 0 olinganda ham, shunday (!) > 0 topilib, (D ) sohaning diametri AP < 8  
bo’lgan har qanday P bo 'laklashga nisbatan Darbu y ig ’indilari

S p ( / ) - $ p ( / ) < ^  0 7 » )
tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. f ( x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’lsin. T a ’rifga 
k o ’ra

J = J = 7
bo’ladi, bunda

J  =  sup{sP ( / ) } ,  7  = in f  {s,,( /  )} .

Vz- > 0 olinganda ham, -  ga ko’ra shunday £ > 0  topiladiki, (£)) sohaning

diametri AP < 5  bo’lgan har qanday P b o ’laklashiga nisbatan Darbu y ig ’indilari 
uchun (17.7) munosabatlarga ko’ra

-  e , f r\ £
b„KJ ) -

bo’lib, undan
S p( f ) - s p{ f ) < £

bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Ve > 0 olinganda ham, shunday 8  >0  topilib, (O) sohaning 

diametri AP < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklashga nisbatan Darbu y ig ’indilari 
uchun
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Sp( f ) - s , , ( f ) < e
bo’lsin. Qaralayotgan f { x , y )  funksiya ( b )  sohada chegaralangani uchun, uning 
quyi hamda yuqori integrallari

J  = sup{s,,(A)}, J  = i n f{5,,( / )}
mavjud va

J < J
bo’ladi. Ravshanki,

s , . ( / )<  J_<J<,SP( f ) .
Bu munosabatdan

0 < J - y < s , . ( / ) - ^ ( / )
bo’lishini topamiz. Demak, V f  > 0  uchun

0 < J - J < £
bo ’lib, undan J  = J  bo 'lishi kelib chiqadi. Bu esa f ( x , y )  funksiyaning (D) 
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ►

Agar f ( x , y )  funksiyaning (Dk) (k = \,2,... ,n)  sohadagi tebranishini a)k 
bilan belgilasak, u holda

S r ( f ) - s r ( j ) =  i ( M k - m k)Dk = ±<okDk
t=i t=i

bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu

£<vt D* <e
k  = \

ya’ni

lim У  a). D, = 0

ko’rinishlarni oladi.

4-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinji
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi teoremadan 

foydalanib, m a’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo’lishini ko'rsatam iz.

2-teorema. Agar f { x . y )  funksiya chegaralangan yopiq ( D ) c  R'  sohada 
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo'ladi.

< f { x , y )  funksiya (D) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kan to r 
teoremasining natijasiga asosan, V f  > 0  olinganda ham, shunday <5> 0 topiladiki, 
(D)  sohaning diametri Лр < S  bo’lgan har qanday P bo 'laklashida

( / ) -  sr ( f )= ± o > kDk < e ±  Dk = sD
*=i t=i

bo’lib, undan

lim У  o)k Dk = 0

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, f ( x , y )  funksiya (D) sohada integrallanuvchi. ►
(d ) sohada nol yuzli Г  chiziq berilgan bo’lsin.
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1-lemma. V f > 0 olinganda ham, shunday £  > 0 topiladiki, (D ) sohaning 
diametri X,,<§  bo’lgan P bo'laklashi olinganda bu bo’laklashning Г  chiziq 
bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig’indisi e dan kichik 
bo'ladi.

< Shartga k o ’ra Г  - nol yuzli chiziq. Demak, uni shunday (o) ko’pbo’rchak 
bilan o ’rash mum kinki, bu ko’pburchakning yuzi Q < s  b o ’ladi.

Г  chiziq bilan {o) ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb, 
Г  chiziq nuqtalari bilan ((?) ko'pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani 
qaraylik. Bu nuqtalar orasidagi masofa o ’zining eng kichik qiym atiga erishadi. Biz 
uni £  > 0 orqali belgilaymiz. Agar ( d )  sohaning diametri Л,, < 6  bo’lgan P 
bo’laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashning Г  chiziq bilan umumiy nuqtaga 
ega bo 'lgan bo’laklari butunlay (O) ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday 
bo 'laklar yuzlarining y ig ’indisi € dan kichik bo’ladi. ►

3-teorema. Agar f { x , y )  funksiya ( d )  sohada chegaralangan va bu sohaning 
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya ( d )  sohada integrallanuvchi bo'ladi.

< f ( x ,y )  funksiya (O) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning faqat 
bitta nol yuzli P chizig’ida ( F c (D)) uzilishga ega bo’lib qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsin.

V£ > 0 sonni olib, Г  chiziqni yuzi s  dan kichik bo’lgan (C?) ko’pburchak 
bilan o ’raymiz. Natijada (D)  soha (<2) va ( d ) \ ( o )  sohalarga ajraladi.

Shartga ko’ra, f ( x , y )  funksiya (D )i(())  da uzluksiz. Demak, V s > 0  
olinganda ham shunday dj > 0 topiladiki, diametri A,, < bo’lgan /j

bo’laklashning har bir bo ’lagidagi f ( x , y )  funksiyaning tebranishi щ  < s  bo’ladi.
Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko’rsatadiki, shu £ > 0  ga ko’ra, 

shunday <)'2 > 0 topiladiki, ( d )  sohaning diametri XF <S2 bo’lgan bo’laklashi 
olinsa, bu bo’laklashning (O) ko’pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan 
bo’laklar yuzlarining yig’indisi £ dan kichik bo’ladi.

Endi min{Sl,S 2}= S  deb, (d ) sohaning diametri A,, <S  bo’lgan P
bo’laklashini olamiz. Bu bo 'laklashga nisbatan f ( x , y )  funksiyaning Darbu
yig ’indilarini tuzib, quyidagi

S p ( / ) - s P( f ) = i o tDk (17.9)
*=i

ayirmani qaraymiz.
Bu (17.9)yig’indining ( ^ )  k o ’pburchakdan tashqari joylashgan (Dk) 

bo’laklarga mos hadlaridan iborat y ig ’indi

к
bo'lsin.

(17.9) yig’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan yig’indi
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b o 'ls in . N atijada (17.9) y ig ?indi ikki q ism ga ajraladi:

+ (17.10)
t  = l к к

(D)\(q ) sohadagi bo’laklarda cok <£.-bo’lganligidan

X  М к ^ к  < D k < e D  ( 1 7 . 1 1)
к к

bo’ladi.
Agar f ( x . y )  funksiyaning (D ) sohadagi tebranishini Q  bilan belgilasak. u 

holda

X  ^k Dk -  ^  X  ^к
к к

bo'ladi. (<2) ko’pburchakda butunlay joylashgan P bo’laklashning bo’laklari 
yuzlarining yig’indisi e dan kichik hamda (o) ko’pburchak chegarasi bilan 
umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo 'laklar yuzlarining y ig ’indisi ham s  dan kichik 
bo’lishini e ’tiborga olsak, unda

I D *  < 2 *
к

bo’lishini topamiz. Demak,

YJa>i Dk < 2Пе. (17.12)
к

Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan 

j i w kDk = f (D  + 2Q )

ekanligi kelib chiqadi. Demak,

lim X  (0 k D* = 0 .

Bu esa f { x , y )  funksiyaning (f))  sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi. 
f { x , y )  funksiya (D ) sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga 

ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo 'lsa , uning (D ) da integrallanuvchi 
bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi. ►

5-§. Ikki karrali integralning xossalari
Quyida f ( x . y )  funksiya ikki karrali integralining xossalarini o ’rganamiz.
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega. 

Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.
1) f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada ((D )с  P 2) integrallanuvchi bo’lsin. Bu 

funksiyaning (D ) sohaga tegishli bo’lgan nol yuzli L chiziqdagi ( L c ( D ) )  
qiym atlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o ’zlashtirishdan hosil 
bo'lgan F (x .y ') funksiya ham ( d )  sohada integrallanuvchi bo’lib.
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\ \ f ( x .y )d D = \ \F ( x ,y ) d D  
(/>) ( / > )

bo'ladi.
< Ravshanki, V (x ,^ )e  (d ) i  Z. uchun

f { x ,y ) = F ( x ,y ) .
Shartga ko’ra L nol yuzli chiziq. Unda l-lcm maga asosan, V £ > 0  olinganda 

ham shunday <?>() topiladiki, (D) soha diametri < 5  bo’lgan har qanday P 
bo’laklashi olinganda ham, bu bo'laklashning L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega 
bo'lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisi e  dan kichik bo’ladi. Shu P bo’laklashga 
nisbatan f ( x , y )  va F(x,y)  funksiyalaming ushbu integral y ig ’indilarini tuzamiz:

t= i

<гЛғ)=1ғ(4к.пк)ок-
t= l

cr,,(/") yig’indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz:

° r ( f ) = ' L f ( 4 k .rik )Dk + 'L f ( 4 k.nk)Dk 
k k

bunda Y j yiindi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan (Dk) bo’laklar
к

bo’yicha olingan, Y  esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig’indi.
l k

Xuddi shunga o ’xshash

Мғ) = I П4к.nkУЛ + ZF(4k.rik) Dk.
I  * *

Agar V (x ,^ )e (D )\Z . uchun f { x , y ) = F ( x ,y )  ekanini e'tiborga olsak, u
holda

к ,( / ) - < г ,И =  l i / f o . ? . ) - < Me
к  к

bo’lishi kelib chiqadi. bunda M = s u /^ f ( x , y ) -  F(x,y)l ( (x ,y )e (D )\  L). Demak,

Keyingi tengsizlikda A,, ^  0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:

j j / ( x , y ) d D - - j j F ( x . y ) d D >
( t i )  ( У )

2) f ( x , y )  funksiya (I)) sohada berilgan bo’lib, (d ) soha nol yuzli L chiziq 
bilan (D ,) va (D2) sohalarga ajralgan bo'lsin. Agar f { x , y )  funksiya (D ) sohada 
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (D ,) va (D2) sohalarda ham integrallanuvchi 
bo’ladi. Va aksincha, ya’ni f ( x , y )  funksiya (O ,) va (Z)2) sohalarning har birida 
integrallanuvchi bo’lsa, (D ) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

\ \ f ( x ,y )d D =  j j f ( x ,y ) d D +  H f(x .y )d D
(О) (/л) (D2)
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3) Agar f ( x , y )  funksiya ( /))  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda 
cf { x , y )  (c = const) ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

Я cf{x,y)ciD =  с  Я  / ( x j '> / D  
( о )  ( » )

formula o ’rinli bo’ladi.
4) Agar f { x , y )  va g(x ,y )  funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi bo 'lsa. u 

holda f { x , y ) ± g ( x , y )  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\ S ( f ( x , y ) ± g ( x .y ) ) d D = S l f ( x , y ) d D ± \ lg ( x ,y ) d D  
(o) (/;) (/))

formula o ’rinli bo’ladi.
1-natija. Agar f i{ x ,y ) ,  f 2(x ,y ) .....  /„{Х'У) funksiyalam ing har biri ( /) )

sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu
С |/(х .> -)+ с2/ 2(х.>-)+... +  с„у ;,(х .Я  (с, = const. / =  1.2 л)

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va
Я  (c t M x - y ) + с г М х -У) + -  +  c n f n( x . y ) ) JD =
(o)

= c, }( f ( x . y ) d D  + c2 f j  f 2(x,y)dD  + ... + c„ \ \  f n(x,y)dD
(D) (O) ( O )

bo’ladi.
5) Agar f ( x . y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’lib, V fx .y je  (Z->) 

uchun / ( x , ^ ) > 0  bo 'lsa, u holda
f f / ( x ,v > /D ^ 0
(o)

bo’ladi.
2-natija. Agar f ( x , y )  va g(x,>-) funksiyalar (D ) sohada integrallanuvchi 

bo’lib. V(x.iy ) e ( D )  uchun
/ ( x ,> ) < g ( x ,y )

bo’lsa, u holda
\ \f{x,y)dD<>\\g{x,y)dD
( o )  ( » )

bo’ladi.
6) Agar f { x , y )  funksiya ( d )  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda 

| / ( x ,^ )  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

\ \ f ( x .y )d D  < ,\ \ \ f ( x ,y \ lD  
(y) (/>)

bo’ladi.
7) О 'rta qiymat haqidagi teorenmlar. f { x . y )  funksiya (D ) sohada berilgan 

va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday m va Л/ o ’zgarmas 
sonlar m = in f { f ( x , y \  (x ,y )e (D )} , M = sup{f{x,y), {x,y)&(D))  mavjudki, 

V (x ,^ )g (Z )) uchun
m < f ( x , y ) <  M

b o ’ladi.
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4-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo 'lsa, u 
holda shunday o ’zgarmas /у (m < ц <  М )  son mavjudki,

( » )

bo’ladi, bunda D - ( D )  sohaning yuzi.
3-natija. A gar f ( x , y )  funksiya yopiq (d ) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

sohada shunday (a, e ) e (O )  nuqta topiladiki,

l l f ( x , y ) iD  = / { a , e)dD
(D)

bo’ladi.
5-teorema. Agar g(x ,y )  funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo ’lib, u shu 

sohada o ’z ishorasini o ’zgartirm asa va f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada uzluksiz 
bo’lsa, u holda shunday (a, e ) e  (d ) nuqta topiladiki,

\ \ / ( x .y )g (x ,y )d D  = f(a ,e ) \ \g (x ,y )d D
( » )  ( o )

bo'ladi.
8) Integrallash sohasi o ’zgaruvchi bo'lgan ikki karrali integrallar. f ( x , y )  

funksiya ( d )  sohada berilgan bo 'lib , u shu sohada integrallanuvchi bo’lsin. Bu 
funksiya, (D ) sohaning yuzga ega bo’lgan har qanday {d) qismida ((d)с  (D)) 
ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu

jl/(x ,y )/D
И

integral (d ) ga bog’liq bo’ladi.
( /) )  sohaning yuzga ega bo’lgan har bir (d )  qismiga yuqoridagi integralni 

mos qo 'yam iz:
0.(d)->JJ/(x,y)dD .

И
N atijada funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu

<I>((d))=jjf(x,y)dD

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.
(D ) sohada biror (x0,>-0) nuqtani olaylik. (d) esa shu nuqtani o ’z ichiga 

olgan va ( t / ) c ( D )  bo’lgan soha b o ’lsin. Bu sohaning yuzi d  diametri esa Я 
bo’lsin.

A gar Я ->oo da nisbatning limiti H m ^ —~  mavjud va chekli
d  •i-»o d

b o ’lsa, bu limit Ф((с/)) funksiyaning (x0,>'0) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi deb 
ataladi.

A gar f ( x , y )  funksiya (d ) sohada uzluksiz bo'lsa, u holda Ф ((^)) 
funksiyaning (x0, >-„) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi / ( x 0, ^ 0) ga teng bo’ladi.
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6-§. Ikki karrali integrallarni hisoblash
f ( x , y )  funksiyaning ( d )  sohadagi ((D )с  /?2) ikki karrali integrali tegishli 

integral yig 'indining m a’lum m a’nodagi limiti sifatida ta 'rifianadi. Bu limit 
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo'lib, uni shu ta ’r if  bo’yicha hisoblash 
hatto sodda hollarda ham ancha qiyin bo'ladi.

Agar f ( x , y )  funksiyaning (D ) sohada integrallanuvchiligi m a’lum bo 'lsa. 
unda bilamizki, integral yi indi (D ) sohaning bo’laklash usuiiga ham. har bir 
bo’lakda olingan {4„.Hi,) nuqtalarga ham bog’liq b o '1 may, ->  0 da yagona

II  f ( x ,y )d D  songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish
( o )

uchun birorta bo'laklashga nisbatan integral y ig ’indining limitini hisoblash yetarli 
bo’ladi. Bu hoi (О ) sohaning bo’laklashini hamda (4„.Пк) nuqtalarni integral 
y ig’indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi.

17.1-misol. Ushbu

] \x y d D
( O )

integral hisoblansin, bunda ( D ) = ^ x ,y )e  R2 : 0 < x < I, 0 < < I -  x}.
« Ravshanki, f { x , y ) = x y  funksiya (D ) da uzluksiz. Demak, bu funksiya 

(D ) sohada integrallanuvchi.
(D ) sohani

[ n n n n n n )
(/ =  0,1,2 л - l ,  A = 0 ,1 ,2  /1 - 1)

bo 'laklarga ajratib, har bir (D,*) da (^*,/ / * ) = ( - . - ]  deb qaraymiz.
Л  n 

U holda
/ A 1 i n - i  1<T= Z Z / f e ^ * ) A *  = z Z  2 + -------------------  2k^0 n n n n n 2n

1 n - l  I

= A z ' ( « - o  = Л
2n ,t5 2/7

n 2( n - \ ) n  ^ ^ / i ( /7 - lX 2 / i - l )  | n2( n ~ \ ) 2 
2 6 4

bo'ladi. Bundan esa

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

( o )  24
Umuman, ko’p hollarda funksiyalam ing karrali integrallarini ta ’rifga ko’ra 

hisoblash qiyin bo’ladi. Shuning uchun karrali integrallarni hisoblashning amaliy 
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi.
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Yuqorida aytib o ’tganim izdek, f { x , y )  funksiyaning karrali integrali va uni 
hisoblash (d ) sohaga bog’liq.

Avvalo sodda holda, ( o )  soha to ’g ’ri to ’rtburchak sohadan iborat bo’lgan 
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz.

6-teorema. f { x , y )  funksiya ( D ) = ^ x ,y )e  R2 : a < x  <в, с  < у  < d )  sohada 
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar x (x € [a, «]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

dx

integral ham mavjud va

\ f { x , y ) d y

\f{*.y)dy dx\ [ f ( x , y ) d D  = \
(r>) О

bo'ladi.
< ( o )  sohani

( Д * ) = к х '>, ) е / г 2  x , < x < x ^ Xl yk < y < y l t l }
(/ = 0.1.2 я - l .  * = 0 , 1 , 2 ...... m - l )

b o ’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashni Plim deb belgilaymiz. Uning diametri

Я/’.- =maxylЛ*? + Ayl (Ax, = x,+1 -  x,, Ay* =y*4l-  y k).
Modomiki, f ( x , y )  funksiya (d ) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada 

chegaralangan bo’ladi. Binobarin, f ( x , y )  funksiya har bir (D,*) da chegaralangan 
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega bo’ladi:

"»,* = in f  { f{ x ,y )  (x, у )  6 (Д * )},
M,k = su p[ f (x ,y ):  ( x ,y )e  (Д* )},

(/ =  0,1,2 л - 1 .  * = 0 , 1 , 2  m - l ) .
Ravshanki, V(x, у )е  (Д * ) uchun mlk <f(x,y)<, Mik xususan, ^ e f x , ,  xl+1] 

uchun ham mjk < f ( ^ i , y ) <  M,k bo’ladi. Teoremaning shartidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

У ы  Ук.1 Ук*\

\m lkdy< \ f ( ^ , y ) d y <  J M lkd y ,
Ук Ук Ук

y a ’ni

m,kAyk < \ f { ^ . y ) d y <  M lkAyk (Ayk = y k+l - y k).
Ук

Agar keyingi tengsizliklami * ning (* = 0 ,1 ,2  m - l )  qiym atlarida yozib,
ularni hadlab qo’shsak, u holda
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»1 - 1  т  Ч-У*-! m -l

Z w/*Av* ^  Z  'E m  lk Ay I ,
k=0 *=0 У, *=0

ya’ni

Е ^ Д у , 5 / / (# ,• У) *  = Vfe)S E A y ,  (-' = 0.1.2 Я -0
*=0 c *=0

bo’ladi.
Bndi keyingi lengsizliklarni Ax, (Ax, = x/+l - x , )  ga ko’paytirib, so 'ng  hadlab 

qo’shamiz. Natijada
м - l / m - l  X  / i - l  п - l / m - l  X

Z  Z ^ /iA y *  I Ax, < Z ^ ( ^ ) A t ,  < Z I  Z A/.*A>-* Ax,
Ы 0 \к = 0  J (=0 /=0\*=0 /

bo’ladi.
Ravshanki,

/ i - l Z m - l  X  / / - I  m - l  / / - I  m - l

Z  Z  И/А Ay* Ax, = Z  Z m-*Ar,Avt = Z  E m ,kD,k = s
,= 0 \k = 0  J  /=0 *=0 /=0 A=0

f ( x , y )  funksiya uchun Darbuning quyi y ig ’indisi,
M - l Z  m - l  X  » - 1  m - l

E  Е ^ А у,  k  = I  Е м , л ,  = 5
i= 0 \k= 0  J  1=0 A=0

esa Darbuning yuqori yig’indisidir. Demak,

/ s f / f e k s s .  (17.13)
/=0

Shartga к о т а  f { x , y )  funksiya (D ) da  integrallanuvchi. U holda -> 0  da

( O )  ( « )

bo’ladi.
(17.13) munosabatda esa,

E ' / f e k
/=0

y ig ’indi limitga ega hamda bu limit
J f /(x ,y V D
(O)

ga teng bo’lishi kelib chiqadi:

lim " f y f e k  =  | | / ( x .y ) d O .
ЛРт.->0/=0 (/))

Agar

/ /w  X  7 (<- )Ax, = } 7 ( x > A

va

J /(* .> -)*- 
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ekanlig in i e ’tibo rga  o lsak , unda

\ \ f ( * , y ) l D  = \  
(n) a

\ f { x , y ) d y dx

bo'lishini topamiz. ►
7-teorema. f ( x , y )  funksiya (D )=  j(x,.y)e R2 : а < х < в ; с <  у  < d]  sohada 

berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. A gar y{y & \c ,d ^ j  o ’zgaruvchining har bir 
tayin qiymatida

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu
d V  «

\ f ( x , y ) d x dy

integral ham mavjud va

\ \ f ( x , y ) l D  = \
(D) с

dy

bo’ladi.
Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7- 

teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
4-natija. f ( x , y )  funksiya (Ь )  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

d

Agar x (x e [ ti ,« D  o ’zgaruvchining har bir tayin qiym atida { f ( x , y ) d y  integral

mavjud bo’lsa, .y (y  e  [c, </]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiym atida J f { x , y \ i x  

integral mavjud b o ’lsa, u holda ushbu

] f{ x .y )d y 1 \ f ( x , y ) d x dy (* )

integrallar ham mavjud va

\ \ f ( x . y ) d D  = j 
(r>)

\ f ( x , y ) d y dx = j j / ( x . y ) d x  \ty

bo ’ladi.
5-natija. A gar f ( x , y )  funksiya (D ) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u

holda

\ f ( x , y ) d y  dx, j \ f ( x , y ) d x  dy\ \ f { x ,y ) d D ,  j
( D )  a

integral laming har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo’ladi.
(*) integrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bit 

argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o ’zgarmas hisoblab turib), so’ng 
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardir. Bunday integrallarni takroriy 
integrallar deb atash (takroriy limitlar singari) tabiiydir.
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Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy 
integrallarni hisoblashga kcltirilar ekan. Takroriy integralni hisoblash esa ikkita 
oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketm a-ket 
hisoblash demakdir.

2-eslatmu. Yuqorida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida k o ’rdikki, 
to’g ’ri to’rtburchak (D ) soha, tomonlari mos ravishda Лд-( , Ду,. bo’lgan to ’g ’ri 
to ’rtburchak soha lar (Dl t ) larga ajratildi. Ravshanki, bu elem cntar sohaning yu/i 
Dik = Ax, ■ byk bo 'ladi.

Avval aytganimizdek. Ar ni dx ga. Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini 
hamda а < х < в ,  c< у  < d  ekanini e’tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu

funksiya (O) sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham.

\ \ f ( x . y ) J D

ko’rinishda yozish o 'rn iga

J  J f(x ,y)dydx  (yoki ( ( f (x ,y)dxdy  )

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misol. Ushbu

integral hisoblansin, bunda (o )=  {(x,y)e /?z : 0 < x < t ,■ 0 s  у < I }• 
< Integral ostidagi

f dx

integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ra
I I r
f f --------   z/r dy

integral mavjud bo'ladi va



bo’lishini hisobga olsak, unda

x d x d y
h  a a U>){\ + x 2 + y 2f

= J
. V T + i  V T + 2 .

= p f v  + 'y/y + l) - /" (v  + >/>'2 + 2 ) = /«
2 + V 2

1+ V 3

x d x d y  . 2 +  -/2 .
   =  In ------- ?=-. ►ekanini topamiz. Demak. ff-;--------------

Й (1 + ХЧ / ^  1+V3
Endi (D )  soha ushbu ( D ) = \ x , y ) &  R2 : a < x <  в; (px(x )<  у  <<p2 (x)} ko’ri

nishda bo'lsin. Bunda <p\{x) va ф2(х) [я ,e] da berilgan va uzluksiz funksiyalar 
(54-chizm a)

У

Ф/х)

Ф/х)

О о в  х
54-chizma

8-teorema. f ( x , y )  funksiya (о ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 
Agar x (x g [a, e]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

fit*)
A x )=

it»)
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

« [ > 2  (*)
j  l f ( x , y ) d y ] d x
a _»>,(*)

integral ham mavjud va

j j f ( x . y ) d D  = ] 
( o )

е’гС») 
\ f ( x . y ) d y

.«’it»)
bo’ladi.

<  ( P \{ x )  va <p2{ x )  funksiyalar [ a , в ]  da uzluksiz. V eyershtrass teoremasiga 
ko’ra bu funksiyalar [a, e] da o ’zining eng katta va eng kichik qiym atlariga 
erishadi. Ulami

rnin <P\ (x) = C, max q>2 ( x )  = d
a$x<« aixil

deb belgilaylik.
Endi

(D ,)=  j(x .j / )e /? 2 : a < x < e ; c < y < d }
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sohada ushbu

f ' ( r  v \ - \ f ( x ' y \  as ar (x > y)e[D ) bo' lsa- 
J '  ' у ’ [ 0, agar ( x , y ) e \ D \ ) \ ( D ) b  Isa

funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (D ,) sohada integrallanuvchi va

integral xossasiga ko’ra

\ \ f ( x , y ) d D  = \ \ f \ x . y ) d D +  \ \ f ( x , y ) d D = \ \ f ( x . y ) d D  (17.14)
( D , )  ( » )  ( /> ,> ( /> )  (O)

bo’ladi. Shuningdek, x (x g [a, e |)  o 'zgaruvchining bar bir tayin qiymatida

М х ) = 1 / ‘ (Х’У №

integral mavjud va

Мх)=1/’(х’У)̂ у= lf'(x.y)4y+ ! / ’(х>уИ’+
с с <Pi (x)

<1 <Рг(*)
+ \ f \ x , y ) d y =  \ f ( x , y ) d y  

f z M  Ғ| (-О
bo’ladi. Unda 6-teorem aga ko’ra

(17.15)

\ f \ x , y ) d y d x

integral ham mavjud va

\ \ f ' ( x , y ) d D  = \
( o )

bo’ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdan

\ f ' ( x , y ) d y dx

9>I H
l/(x,y)dy

Vi W
dxI!  f { x . y ) d D  = S

( D )  a

bo’lishi kelib ch iq ad i>
Endi (D )  soha ushbu

( ^ )  = ^ . > ’) g ^ 2 V', { y ) ^  x  c < y < d \
ko’rinishda bo’lsin. Bunda ^ , ( x )  va y/2{x) [c ,^ ]  da berilgan uzluksiz funksiyalar 

(55-chizma (a)).

226



(b)

55-chizma
9-teorema. f { x , y )  funksiya (D ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar у  ( y e  [c, t/]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida
r iM

J ( y ) =
V\(y)

integral mavjud bo'Isa, u holda
и (> )

\ f ( x , y ) d x
n(y)

integral ham mavjud va
r 2(r)

i f ( x . y ) d x
V\{y)

<fy\ \ f ( x , y ) d D  = \
(D) 

bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teorem aning isboti kabidir.

Faraz qilaylik, (D ) soha ((D )с  /?2) yuqorida qaralgan sohalarning har 
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizm a (b)).

6-natija. f ( x , y )  funksiya (D ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 
Agar jt (л- e  [я, e]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

<P'A*)
\ f ( x , y ) d y

<pM
integral mavjud bo’lsa, у  ( y e  [c, j J )  o ’zgaruvchining har bir tayin qiym atida

Vib)
\ f ( x , y ) d x

integral mavjud bo’lsa, u holda
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«  Vi(*)  1  d ^ V i i y )
\  \ f ( * ' y ) d y  dx ,  \  \ f ( x , y ) d x  dy
«L’-iW ‘•Lv'iM

integrallar ham mavjud va

Я =  } J  f ( x . y ) d y  dx =  J
(/)) a  *> ,(')  .  f

bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorcma va 9-teorem adan kelib chiqadi. 
A gar (D ) soha (56-chizma)

уг{у)
\ f ( x , y ) d x  

у  M
dr

0

56-chizma
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqorida o ’rganilgan sohalar 
ko’rinishiga keladigan qilib bo’laklarga ajratiladi. Natijada (D ) soha bo’yicha ikki 
karrali integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integral lar yig’indisiga teng 
bo’ladi. Shunday qilib, biz integrallash sohasi (D ) ning yetarli keng sinfi uchun 
karrali integral lami takroriy integrallarga keltirib hisoblash mumkinligini
ko’ramiz.

17.3-misoL Ushbu

IS*
(D )

dxdy

integral hisoblansin, bunda ( d ) =  |(x ,y )e  /<2 :0  < x  < >-, 0 < ,v < l}.
< Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O ’sha teorem aga ko’ra

dxdy = J fe~y dx dy
(D) o L o

bo’ladi. Keyingi tenglikning o ’ng tomonidagi integrallami hisoblab quyidagilam i 
topamiz:

\ e~y dx =  ye~y ,
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• Г  “ V '  2 о 2 l  е )
D em ak,

( о )

17.4—misol.  Ushbu

W ^x  + y  dxdy 
( o )

integral hisoblansin, bunda (d )=  |(х ,у )б  /?2 . 0 < x <  I, 0< > ^<  1 -х } .
^  Bu holda б-teorem aning barcha shartlari bajariladi. O ’sha teorem aga ko’ra

  I П - Г
l\yjx~+у  dxdy = \ \yjx + y d y  
(D ) oL 0

bo’ladi. Integrallami hisoblab topamiz:

dx

] j x  + y d y

Demak,

Я  лГх + Ў  dxdy  = -  >
( o )  5

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalam ing sodda soha bo’yicha ikki 
karrali integrallari qaraldi. K o’p hollarda sodda funksiyalami murakkab soha

bo’yicha, murakkab funksiyalam i sodda soha bo’yicha va ayniqsa, murakkab 
funksiyalami murakkab soha bo’yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to ’g ’ri 
keladi. Bunday integrallami hisoblash esa ancha qiyin bo’ladi.

7-§. Ikk i  karrali integrallarda o 'zgaruvchilarni almushtirish
f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada ( (Z ))c /? 2) berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning 

ikki karrali
\ \ f ( x . y ) d x d y
(D)

integrali mavjudligi m a’lum bo’lib, uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f ( x , y )  
funksiya ham da (d ) soha murakkab b o ’lsa, integralni hisoblash qiyin bo’ladi. 
K o'pincha, x  \ а  у  o ’zgaruvchilarni, m a’lum qoidaga ko’ra boshqa 
o ’zgaruvchilarga alm ashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham, 
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o ’zgaruvchilarni almashtirish 
bilan shug’ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli 
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chiziqli koordinatalarda ifodalanishini 
keltiramiz.

Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).
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57-chizma

u„

Birinchi tekislikda to ’g ’ri burchakli Oxy  koordinata sistemasini va 
chegaralangan (D ) sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi dD  sodda, bo’lakli- 
silliq chiziqdan iborat bo'lsin. Ikkinchi tekislikda esa to ’g ’ri burchakli Ouv 
koordinata sistemasini va chegaralangan (д) sohani qaraylik. Bu sohaning 
chegarasi dA ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo'lsin.

<p(u,v) va ^(u,v) lar (д) sohada berilgan shunday funksiyalar b o ’lsinki, 
ulardan tuzilgan {<p(u,v),y/(u,v)} sistema (д) sohadagi (iv.v) nuqtani (D) sohadagi 

(jc.y) nuqtaga akslantirsin:
(p: (zv,v)-> x ,

va bu akslantirishning akslaridan iborat {(x,.y)} to 'plam  ( o )  ga tegishli bo'lsin. 

Demak, ushbu

/  =  (17.16,
y  = y/(u,v)

sistema (л )  sohani (D) sohada akslantiradi.
Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
1°. (17.16) akslantirish o ’zaro bir qiymatli akslantirish, ya’ni (д) sohaning 

turli nuqtalarini ( d ) sohaning turli nuqtalariga akslantirib, (D) sohadagi har bir 
nuqta uchun (л) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo’lsin.

Ravshanki, bu holda (17.16) sistem a u va v larga nisbatan bir qiymatli 
echiladi: u = <px(x ly ) ,  v = ^ l(x ,y ) va ushbu

=  (17.17)
[v = l /A x ,y )

sistema bilan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo’lib, (d ) sohani (д) 
sohaga akslantiradi. Demak,
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( 17. 18)

(17.19)

<р(<Р\(х.у1ч/ [( х . у ) ) = х  

^ М х . у ) , 1 у {{ х . у ) ) = у  
2". (p{u,v), 4/(u ,v )  funksiyalar (д) sohada, ^ (w .v ), funksiyalar (D)

sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ham 
uzluksiz bo’lsin.

3°. (17.16) sistemadagi funksiyalam ing xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu
|йс dx
\du dv 
\dy dy
I 5 m dv

funksional determ inantning ham (д) sohada noldan farqli (ya’ni (д) sohaning har 
bir nuqtasida noldan farqli) bo’lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning

yakobiani deyiladi va J (u ,v )  yoki kabi belgilanadi.
D[u,v)

13u 2° va 3° -  shartlardan, (Д) bog’lamli soha bo’lganda, (17.19) 
yakobianning shu sohada o ’z ishorasini saqlashi kelib chiqadi.

Haqiqatdan ham, j ( u . v )  funksiya (Д) sohaning ikkita turli nuqtalarida turli 
ishorali qiym atlarga ko’ra, (д) da shunday ( m0 ,v0 )  nuqta topiladiki, 7 ( m0 , v0 )  = 0 
bo'ladi. Bu esa j ( u , v ) * 0  bo’lishiga ziddir.

3-shartdan (17.17) sistem aning yakobiani, ya’ni ushbu
du du 
dx dy 
dv dv 
dx dy

funksional determinantning ham (D ) sohada noldan farqli bo’lishi kelib chiqadi. 
Haqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan

dx _  dx du ̂  dx dv _  ^
dx du dx dv dx
dy _ d y  du ̂ d y  dv _  ^

dy du dy dv dy
dx 
dy
dy _ d y  du ̂ dy_ dv _ q
dx du dx dv dx

bo’lishini e ’tiborga olsak, u holda
D (x .y )  D(u.v)

dx du dx dv .
 +  = 0 ,
du dy dv dy

D(u,v) D (x .y )
I

bo’lib,

b o ’lishini topam iz.

, z x D f u . v )

' ' ( Х У ) = 0 Ь ) * °
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Demak. (О ) bog’lamli soha bo’lganda J ]{u -V) yakobiani ham (D ) sohada 
o ’z ishorasini saqlaydi.

Yuqoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib chiqadi.
(17.16) akslantirish (д) sohaning ichki nuqtasini (D )  sohaning ichki 

nuqtasiga akslantiradi. Haqiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi 
haqida teoremaga ko 'ra  (17.16) sistem a (x0,y 0) nuqtaning biror atrofida м va v 
lami x  va у  o ’zgaruvchilam ing funksiyasi sifatida aniqlaydi: u = (p\{x,y), 
'> = Ч'\(х.у).  Bunda ^ | (л0,>-0)= м 0, ^ ,(x 0.>'0)=  v0 bo’ladi. Demak, (x0,>/0) (D)  
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish (д) sohaning chegarasi дЛ ni 
(D ) sohaning chegarasi дЛ ga akslantirishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (л) sohadagi silliq (bo’lakli -silliq) egri 
chiziq

ni (D )  sohadagi silliq (bo’lakli-silliq) egri chiziq
X =  p ( u ( / ) ,  v(/))

y  = r(u(/) ,  v(/))

ga akslantiradi.
(A) sohada u = u0 to’g ’ri chiziqni olaylik. (17.16) akslantirish bu to ’g ’ri 

chiziqni (D ) sohadagi
X =  ,v)

)  \  (17.20)
y  = 4/(u0.v)

egri chiziqqa akslantiradi. Xuddi shunday (Д) sohadagi v = v0 to ’g ’ri chiziqni
(17.16) akslantirish (D ) sohadagi

*=<»(■<,.«„) ( l 7 2 0
y = 4'(uuv0)

egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziqlarni koordinata 
chiziqlari (17.20) ni v koordinata chizig’i, (17.21) ni esa и koordinata chizig’i) 
deb ataladi.

M odom iki, (17.16) akslantirish o ’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda 
(O ) sohaning har bir (x ,y )  nuqtasidan yagona v koordinata chizig’i (w ning tayin 
o ’zgarmas qiym atiga mos bo’lgan chiziq), yagona и koordinata chizig’i (v  ning 
tayin o ’zgarmas qiym atiga mos bo’lgan chiziq) o ’tadi. Demak, (D )  sohaning shu 
(x ,y ) nuqtasi yuqorida aytilgan u va v lar bilan, ya’ni (д) sohaning (u.v) nuqtasi
bilan to’liq aniqlanadi. Shuning uchun u va v lami (D ) soha nuqtalarining
koordinatalari deb qarash mumkin. (D ) soha nuqtalarining bunday koordinatalari 
egri chiziqli koordinatalari deyiladi.

M asalan, ushbu
x  = pcos(p

(p> Q , 0 < (p < 2 n )  
у - p  cos <p ^
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sistem a (л)= {(z/, v )e  R 1 : 0<  p  < +0 0 , 0<(р < 2 л )  sohani Oxy  tekislikka 
akslantiradi. Bu sistem aning yakobiani

У(м,У) = = P
cosq) - p  sirup 
sirup p  cos <p 

bo’ladi.
p  \ ъ  (p lar (D ) soha nuqtalarining egri chiziqli koordinatalari bo’lib, shu 

sohaning koordinat chiziqlari esa, markazi (О, O) nuqtada, radiusi p  ga teng ushbu

x z + y 2 = p 2
aylanalardan (v  koordinat chiziqlari) hamda (0 ,0) nuqtadan chiqqan ( p - p 0 
(0< p 0 < 2 n )  nurlardan ( v koordinat chiziqlari) iborat.

Faraz qilaylik, ushbu
x  = <p(u,v) 

y  = ip(u,v)
sistema (л) sohani ( o )  sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi l 0-3°- 
shartlam i bajarsin. U holda (O)  sohaning yuzi

D  = ^ \ j { u ,v } d u d v  =  j !  ~ dudv ( 17.22)
( л )  ( Д )  n (.u ' v )

bo’ladi.
Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§). 
f { x , y )  funksiya ( d )  sohada ((D )с  R 2} berilgan va shu sohada uzluksiz 

b o ’lsin. (D ) esa sodda, bo’lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo’lsin. 
Ravshanki, f ( x , y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

Aytaylik, ushbu
x  = (p(u,v) 

y  = 4/ (u,v)
sistem a (л) sohani (D) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi l°-30- 
shartlam i bajarsin.

Har bir bo 'luvchi chizig’i bo’lakli-silliq bo’lgan (д) sohaning bo’laklani- 
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida (D ) sohaning Pn  bo’laklanishi hosil 
bo’ladi. Bu bo 'laklanishga nisbatan f ( x . y )  funksiya integral y ig ’indisi

° ‘ =  Ё / ( 4 .7 * У Л
*=i

ni tuzamiz. Ravshanki,

J imna  = J im = \\/(Х'У№<*У ■
PD ip D - * 0 k=>l ( 0 )

Yuqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko’ra 
Dk = |||y(u,v)(dt«fv

(A.) *
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bo ’ladi. O ’rta q iym at haqidagi teorem adan  foydalan ib  quyidag in i topam iz:

Dk = p k  • v*) • A, ((«;. v* )e (A ,)) 

bunda At -  (A*) ning yuzi. Natijada о  y ig ’indi ushbu

^  =  Z / ( s*.'7*)W “*.v; ) a 4
*=l

ko’rinishga keladi.
( 4 ,  Чк) nuqtaning (/)*) sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib, uni

Л и ’к^'к)=Пн
deb olish mumkin. U holda

= Z  А<р(и\ • vi  )  V' f c  • ) Ж “* -v* К

bo’ladi.
Ravshanki,

/(<p(u,x),v/(i/.x))|y(M,v)| 
funksiya (a )  sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda

Urn <j= lim X  f(<p(ul. v ; )  у/ (« ;, vl ) ) k (u* •v* )д < =

= Я /(<»(«■ v’). •/'O'. *-))№•
(A)

bo’ladi.
—>0 da -* 0  bo’lishini e ’tiborga olib, topamiz:

Я f { x ,y ) d x d y  = Я /(ў>(м. v). I f /  (u. v))|y (u. v)t/zv</v. (17.23)
(o) (a)

Bu ikki karrali intcgralda o ’zgaruvchilam i alm ashtirish formulasidir.
U berilgan ( d ) soha bo’yicha integralni hisoblashni (a ) soha bo’yicha 

integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da  o ’ng tom ondagi integralni 
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o ’zgaruvchilam i alm ashtirish o ’zini oqlaydi.

17.5-misoL Ushbu

ДтВЗ**(D)V { +x  +У
integral hisoblansin, bunda

(D)= j(x.y)e R 2 : x 2 + y 2 <l,\y >o}
markazi (0 ,0 ) nuqtada, radiusi 1 ga teng bo’lgan yuqori tekislikdagi yarim  doira.

■4 Berilgan integral da o ’zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
x = pcosq),

у  -  psincp
Bu almashtirish ushbu

(a ) =  \ p , ( p ) z  R 2 : 0<(p<7r,  0 < p  < l}
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to ’g ’ri to ’rtburchakni (D )  sohaga akslantiradi va u l 0-3°-shartlami qanoatlantiradi. 
Unda (17.23) formulaga ko’ra

Д  = Я  4>)flpd<P
(»)VI+ X  +У  (AlV14-/5

bo’ladi. Bunda yakobian . l { p , ( p ) - p  bo ’ladi. Bu tenglikning o ’ng tomondagi 
integralni hisoblab topamiz:

(A J V -P  
Demak,

Я <р Кр*<р = \ \ \ d<P = A ' 2>-
Гл\\11 + /? nko 7 v 1 + P  о V 1 + / ’ 4

dxt/y = — (я -  2 ) ■ ^n v(/>)V

l - x 2 - y 2

/АЛ/ karrali integralni taqribiy hisoblash
f ( x , y )  funksiya (D ) sohada ((D )€  /?2) berilgan va shu sohada 

integrallanuvchi, ya’ni
\ \ f ( x , y ) d x d y  (17.23)
(t>)

integral mavjud bo’lsin. M a’lum ko’rinishga ega bo’lgan (D ) sohalar uchun 
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, f { x , y )  funksiya 
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko’rinishga ega 
bo’lsa, unda (17.23) integralni hisoblash ancha qiyin bo’ladi va ko’p hollarda 
bunday integralni taqribiy hisoblashga to’g ’ri keladi.

Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni am alga oshiradigan 
sodda formulalardan birini keltiramiz.

Aytaylik, f { x , y )  funksiya ( D ) = ^ x . y ) e  R2 : a < x < e ;  c <  y < d }  to’g ’ri 
to ’rtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga 
ko’ra

\ \ f { x . y ) d x d y = ]
( o )

\ f { x . y ) d y dx (17.24)

bo’ladi.
Endi

j f ( x . y ) d y ,  (xe[a , eD

integralga 1-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to’g ’ri to ’rtburchaklar 
formulasini tatbiq etib, ushbu

—  (xek4  (17.25)
с n k=0 2

taqribiy formulani hosil qilamiz. So’ng
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in tegralga y ana  o ’sha (9 .53) form ulani q o ’llab, quyidagi

! / ( * '  ”  “ Z / L i - n . ; )  <l7 2 6 >
a 1 П ,*0 2 2

taqribiy formulaga kelamiz.
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

f l / ( x ,  y)dxdy  «  2 / k , .  > , . i )  (17.27)
(D) n m  /=04=0 J 2

bo’lishi kelib chiqadi.
Bu ikki karrali integralni taqribiy hisoblash formulas!, «to’g ’ri 

to ’rtburchaklar» formulas! deb ataladi.
Shunday qilib, «to’g ’ri to’rtburchaklar» formulasida, ikki karrali integral 

maxsus tuzilgan yig’indi bilan almashtiriladi. Bu y ig ’indi esa quyidagicha tuziladi: 
( D ) = ^ x , y ) e  R 2 : a < x  < в ,с  ^  у  ^ d )  to ’g ’ri to ’rtburchak nm  ta teng

(Д * )=  r2  5 x 5 х 1*\’Ук ^ У ^ У к +i} 0  = 0 . 1 2 ..... m - \ .  A: = 0 .1 ,2 ,...,
« - 1) to ’g ’ri to ’rtburchaklarga ajratiladi. Bunda

. в - a  , d - c
x, = a + i  , y t  = c + к  .

m ' n
Har bir (D,t ) ning markazi bo’lgan ( x  , . y ,  , )  (/ =  0 ,1 .2 .......m - \ ,

к = 0 ,1 ,2 ,..., и - 1) nuqtada f ( x , y )  funksiyaning qiymati f f x  , , y .  , )
' * 2  * + 2

hisoblanib, uni shu (Д 4) ning yuziga ko’paytiriladi. So 'ngra ular barcha i va к
lar (/ =  0 .1 ,2 ..... m - \ ,  к = 0 ,1.2 ,..., и - 1) bo’y ich ay ig ’iladi.

O datda, har bir taqribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi. 
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o ’rganish mumkin.

17.6-misol. Ushbu

Я 7—
( п р  + У + Ч  

integral taqribiy hisoblansin, bunda
(d )=  ^дг,у,) е  Л2 ; 0 < д: < 1,0 < у/ < l}.

< (D)  ni ushbu to’rtta bo’lakka bo’lamiz:

(A » )=  | ( х , у ) е Я 2 : 0 < х < 1  0 < > < 1 | ,  

( » o , ) = { M e / i 2 : 0 < x < l  l < y < l | ,

( Л о ) =  { ( /= .у ) б  Я 2 ■ 5  5  /г 5  1 .0  <  J- 5  i j ,

( 0 „ ) = | ( х , у ) € Я 2 l i x S l . l s y S l j .
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3 3

4 ’ 4

Bu b o ’lak lam in g  m arkazlari

f i l l  f l . 2
U  4 )  U  4

nuqtalarda

/ ( JC->,)=  z, X2
(1+л+>-У

funksiyaning qiymatlarini hisoblab, (17.23) formulaga ko 'ra

3 \_
4 * 4

1

f f 7 ----------- rv dxdy  «  0,2761
(d)0 +  ■* +  >')

bo ’lishini topamiz. Bu integralning aniq qiymati esa 

Я л -; ■■■r ^ d y ^ [ dx
(/,)(! + x  + _y)2 . o  0  +  ^  +  y f  _

dy = l n -  = 0,287682.. 
r  3

bo’ladi. ►

9-§. I k k i  karrali integraUarning ba 'zi bir tatbiqlari
Ushbu paragrafda ikki karrali integraUarning ba’zi bir tatbiqlarini keltiramiz.
/". J ism ning  hajmini hisoblash. R ’ fazoda (l/ ) jism  yuqoridan r  =  f { x , y )  

sirt bilan, (bunda f ( x , y )  funksiya (O )  da uzluksiz) yon tom onlaridan yasovchilari 
Oz o ’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt ham da pastdan Oxy  tekislikdagi (D )  soha 
bilan chegaralangan jism  bo’lsin.

(£>) yopiq sohaning P b o ’laklashni olamiz. f ( x . y )  funksiya (D )  da uzluksiz 
bo’lganligi sabali, bu funksiya P  bo’laklash har bir (Da) bo’lagida ham uzluksiz 
bo’lib, unda in f [ f { x . y ) : ( x .y )e  (Dk)) = m ,, sup{f(x .y) .  ( x . y ) e ( D k )}= M k
(k = 1 ,2 ,3  n)  larga ega bo’ladi.

Quyidagi

* = !

* = 1

y ig ’indilarni tuzamiz. Bu y ig ’indilarning birinchisi (v) jism  ichiga joylashgan 
ko’pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (f )  jism ni o ’z ichiga olgan ko ’pyoqning 
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko ’pyoqlar, demak, ulam ing hajmlari ham f { x . y )  funksiyaga 
hamda (D ) sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi:

Vs = < ( / ) ■
(D ) sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nisbatan (v) jism ning ichiga 

joylashgan hamda (v) jism ni o ’z ichiga olgan turli ko’pyoqlar yasaladi. Natijada 
bu ko ’pyoqlar xajm laridan iborat quyidagi

k M i .  k ' ( / ) }
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to ’plamlar hosil bo’ladi. Bunda { ^ ( / ) |  to 'p lam  yuqoridan {I'/j ( / )}  to ’plam esa 
quyidan chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to’plamlarning aniq chegaralari

sup^ a (J)Y  m /K (/) l
mavjud. Shartga ko 'ra  f { x , y )  funksiya (D ) yopiq sohada uzluksiz. U holda 

Kantor teoremasining natijasiga asosan, V£ > 0 son olinganda ham, ~  songa

ko’ra shunday d '> 0  son topiladiki, (D ) sohaning diametri XP < S  bo’lgan har 
qanday bo’laklashi P uchun har bir (Dk) da funksiyaning tebranishi

M l -  Ml < --
* * D

bo’ladi. Unda

4 = 1 4  =  1

= Z ( ^ 4 - m k )D k < ^ ± D k t z y  D  = e .
4 = 1 ^ 4  = 1 U

Demak, (O)  sohaning diametri A,, < S  bo’lgan har qanday bo’laklanishi 

olinganda ham bu bo’laklanishga mos ( f ')  jism ning ichiga joylashgan ham da bu 
(V)  ni o ’z ichiga olgan ko’pyoq hajmlari uchun har doim

QSinflylV)}-sup№(jj\<e:
tengsizlik o ’rinli bo’ladi. Bundan esa

-■ " /к /( / ) } = « * ' < / ) }  ( п я )
teng!iк kelib chiqadi. Bu tenglik ( f )  jism  hajmga ega bo’lishini bildiradi.

Endi yuqorida o ’rganilgan Vp ( f )  y ig ’indilarni Darbu y ig ’indilari

bilan taqqoslab, { / )  ham Ғ / ( / )  y ig ’indilar f ( x , y )  funksiyaning (D ) sohada 
mos ravishda Darbu quyi ham da yuqori y ig ’indilari ekanini topamiz. Shuning 
uchun ushbu

miqdorlar f { x , y )  funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari 
bo’ladi, ya’ni

•м р И (/"))=  . ' м/ к  (У'))= Я
Щ (о )

Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra

\ \ f ( x , y ) d D = \ \ f ( x , y ) d D
m  (»)

tenglik o ’rinli ekani ko’rinadi. Demak,

\ \ f { x , y ) d D =  \ \ f ( x . y ) d D =  \ \ f ( x , y ) d D .
(n) (o) (/))
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Shunday qilib, bir tom ondan, qaralayotgan (v) jism  hajmga ega ekani 
ikkinchi tom ondan, uning hajmi f { x , y )  funksiyaning (D ) soha bo’yicha ikki 
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, ( f ')  jism ning hajmi uchun ushbu 

V = \ \  f ( x , y ) d D  (17.29)
( » )

formula o ’rinli.
17.7-misoL Ushbu

Jt2 /  z 2 ^.,
— + z r  + — 51а в с

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Bu ellipsoid r  = 0 tekislikka nisbatan simmctrikdir. Yuqori qismini (r > 0 ) 

o ’rab turgan sirt

• ■ ‘ Ғ Ғ ?\ а в
b o ’ladi.

Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi (V): 

V = 2 c f l ] l - £ - £ d x d y
( W ) V  а  в

b o ’ladi. bunda

(D ) = { ( x .y ) e  R1 - 4  + 4 s lа в
Integralda

x  = a p  cos ф 

у  = epsin<p
almashtirishni bajaramiz. Bu sistem aning yakobiani 

. . acos(p esinq>

(17.30)

= a e  p
-apsirnp  epcosip

bo ’ladi. (17.30) sistema (д)=  {(/?,ф)е Rl : 0 < /?  < 1 0 < ^ < 2 ^ }  sohani (D) 
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra

( L P - V  ^jdxdy = Я P2 asPdPd<P
(о)» а в (a)

bo’ladi. Demak,
~ 2 я

V = 2 a e c j f  y j \ -  p 2pdpd(p = 2 a e c \
( A )  о

\ d <P
0

\ \ -  p 1 Pdp  =

= A n a e c \ ^ \ -  p 2 pd p  = ^ j - a e c .

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi
4

V = —nu nc  
3

b o ’ladi. ►
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2°. Yassi s h a k ln in g y u z i  Ushbu bobning l-§  ida (D)  sohaning yuzi quyidagi 
D = \ \ d D =  \ \d x d y

( » )  ( o )

integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordam ida yassi 
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.

Xususan, soha
(D )= { (x ,y )e /? 2 : a < x < e  D < y < f { x ) )  

egri chiziqli trapesiyadan iborat bo’lsa ( / ( jc )  funksiya [a. «] da uzluksiz) u holda
e /(*) "I ■

D = fJ dxdy  = j  \ d y  dx = \ f ( x ) d x  
(Л) "L 0 J a 

bo 'lib , 1-qism, 10-bob, 2-§ da topilgan formulaga kelamiz.
17.8-misoL Ushbu

x  =
y 2 + a 2

x =
y 2 + e 2

2a 2e
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

4  Bu chiziqlar parabolalardan iborat (58-chizma).

(0 < a  < e)

58-chizma

Quyidagi

x - ^  = 0 
2a

x —
y 2 +e2 _ 

2e
0

sistemani echib, parabolalam ing kesishgan nuqtalari
'a  + в I— )a  + e

 , ya e
2
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ekanini topamiz. Q aralayotgan shakl Ox o 'q iga  simmetrik bo’lishini e ’tiborga 
olsak, u holda (D ) ning yuzi

D  =  2  ( f  d x d y  
( / > , )

bo ’ladi, bunda

(D ,) = > ')e R 1 : 5 л < -v + д  0 < >; < -Joe).
2a 2e

Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:
, l—y-ПГ.

Я dxdy  = f
( n . )  о 

Demak,

2e
J *

^ Vr f v 2+ e2 >-2+a 2 
dy=  j 1 " 2e 2a

2-

D  =  Я  dxdy  = (в -  а) у[ав . ►
(У)

J". Sir t  ning y u z i  va un ing  karrali integral orqali i/odalanishi. Ikki karrali 
integral yordam ida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi 
tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, z  = f ( x , y )  funksiya {D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
Bu funksiyaning graflgi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo’lsin.

f r

59-chizma
(D ) sohaning P  bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (D ,), (/92)...., (Dn) 

bo’lsin. Bu bo’laklashning bo’luvchi chiziqlarini y o ’naltiruvchilar sifatida qarab, 
ular orqali yasovchilari Oz  o ’qiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o ’tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (S ) sirtni (S ,),(S 2), (S,,) bo ’laklarga ajratadi. Har
bir (Dk ) (k = 1 ,2 ,...,и) da ixtiyoriy (£„, q„) nuqta olib, (S’) sirtda unga mos nuqta 

(£„’Пп’=к) (-*  = / к „ Л „ ) )  ni topamiz. So’ng (5 ) sirtga shu ( £ „ 77,, ,г*) nuqtada 
urinm a tekislik o ’tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik 
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik qismini ('/’*) bilan, uning 
yuzini esa Tk bilan belgilaymiz.
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Geometriyadan m a'lum ki, (Dk ) soha (Tk ) ning ortogonal proeksiyasi bo’lib, 

Dk = Tk\cosyt \ (17-31)

bo'ladi, bunda 7 * - ( S )  sirtga (^„, t]n, ~k) (~k =  /(< ;„ ,/7»)) nuqtada o ’tkazilgan 
urinma tekislik normalining Or o ’qi bilan tashkil ctgan burchak.

Ravshanki, A,, - » 0 da (Sk ) (k = 1 ,2 ,...,« ) ning diametri ham nolga intiladi. 
Agar A,, 0 da

in
* = 1

yig’indi chekli limitga ega bo"Isa, bu limit (S)  sirtning yuzi deb ataladi. Demak, 
(S) sirtning yuzi

S =  lim У Т к (17.32)
xP ->0A = I

bo’ladi.
Yuqorida qaralayotgan r  =  f { x , y )  funksiya (D ) sohada f 'x{x ,y ) ,  f'y (x ,y )

xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar (Z)) sohada uzluksiz bo’lsin. U
holda

cosYk =
) ' + Г Л Ь - п , ) + Г ? ( Ъ - ч , )

bo’ladi.
(17.31) munosabatdan

n = — -— ° »c o sy k
bo’lishini topamiz. Demak,

Z  n = z  — — a = z  а г . з з )
*=| k ^ c o s y k t =i 

Tenglikning o ’ng tomonidagi yig’indi

y l \ + f ? { x , y ) + f ' y2( x , y )  

funksiyaning integral yig’indisidir (qarang l-§). Bu funksiya ( o )  sohada uzluksiz, 
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun

/ i / » J ; ^ l  +  / x'2f e . % ) + / ; 2f e . 7 , )  D„ =  J J yll + f : 4 x . y ) + / ; 2( x . y )  dD  
Ar-*°k=\ (o)

bo’ladi.
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan

s=jj ) ч - Л 2( х . у ) + / ; 2( х . у )  dD  (17.34)
(O )

bo’lishi kelib chiqadi.
17.9-misol. Asosning radiusi r  balandligi h bo’lgan doiraviy konusning yon 

sirti topilsin.
■« Bunday konus sirtning tenglamasi
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- - = N х 2 +  У

bo ’ladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko’ra

S = \ \ J l  + z'x2 + :'y2 dxdy
( У )

bo’ladi, bunda 

Endi
( 0 ) 4 х , Я е К 2 . л 2 +  у - 5 л 2}.

va

2 x 2 + у 2 r  x~ +>'2 _ 2  . . . 2  ~ \ l l  +  r 2

ekanini e ’tiborga olib. quyidagini topamiz:

S  = f j j  1 + —  dxdy  = J 1 +  —  JJ dxdy  = J 1 + — nr2 = Trryfr2 + Л2 . ►
( /> ) ’ r  '  r  (D ) \  Г

I0-§. Uch karrali integral
Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o ’zgaruvchili funksiya uchun 

qanday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o ’rgandik. Xuddi shunga o ’xshash bu 
tushuncha uch o ’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o ’rganishda Riman 
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha m ulohazalar (integrallash 
sohasining bo’laklanishini olish, b o ’laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral 
y ig ’indi tuzish, tegishlicha limitga o ’tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e ’tiborga 
olib, quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

/". Uch karrali integral t a ’rifi. f ( x . y , z )  funksiya fU fazodagi 
chegaralangan (V)  sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida hamm a vaqt 
funksiyaning berilish sohasi ( v )  ni hajm ga ega b o ’lgan deb qaraymiz). (V)
sohaning P b o ’laklashini va bu bo’laklashning har bir (Vk ) (k = l , 2  n)
b o ’lagida ixtiyoriy (^к-Пк-Ск) nuqtani olaylik. So’ngra quyidagi

°  = £ А 4 к ’Пк-СкУК
*-i

y ig ’indini tuzamiz, bunda Vk - ( E t ) ning hajmi.

Bu y ig ’indi f ( x , y , z )  funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman y ig ’indisi 
deb ataladi.

Endi (К ) sohaning shunday

 P . - -
bo’laklanishlarini qaraymizki, ulam ing diametridan tashkil topgan

Лқ • Лр2 ЛР" ,...
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ketma-ketlik nolga intilsin: Xr  —» 0 . Bunday Pm (m = l,2 ,. .  ) bo’laklanishlarga 

nisbatan f ( x , y , z )  funksiyaning integral y ig ’indisini tuzamiz:

Natijada quyidagi
0 ",.o-2..... crm,...

ketma-kctlik hosil bo’ladi. Bu ketm a-ketlikning har bir hadi {4k ,t)k ,Ck ) nuqtalarga 
bog’liq.

9-ta'rif. Agar (к )  ning har qanday bo’laklanishlar ketma-ketligi {P„,} 
olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiym atlaridan iborat {<jm} ketma-ketlik 

у-зк-Пк^к) nuqtalami tanlab olinishiga btig’liq bo’lmagan holda hamma vaqt bitta 
J  songa intilsa, bu J  son a  y ig ’indining limiti deb ataladi va u

Jim a  =  Jim £  f f a  ,nkX k  У  к = JЛр ->0 Лр —> 0 ̂  _ I

kabi belgilanadi.
10-ta'rif. Agar - » 0 da f ( x , y , z )  funksiyaning integral y ig ’indisi cr 

chekli limitga ega bo’lsa, f { x , y , z )  funksiya (V)  da integrallanuvchi (Riman 
m a’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu cr y ig ’indining chekli limiti J  
esa f ( x , y , z )  funksiyaning (fz) bo’yicha uch karrali integrali (Rim an integrali) 
deyiladi va u

\ \ \ f { x , y . z ) d V
O')

kabi belgilanadi. Demak,

Ш Л х‘У’г У у  = Jim a  = /,mn I  f ^ k -Чк^к У  к •((/) A.r ->0k = l

f ( x , y , z )  funksiya (F ) da ( ( k ') c /? J) berilgan bo’lib, u shu sohada 
chegaralangan bo’lsin:

m < f { x , y , z ) < M  (V (x .y .z )e (y )) .
(У) sohaning bo’laklanishlar to ’plami {P} ning har bir bo’laklanishiga 

nisbatan f ( x , y , z )  funksiyaning Darbu y ig ’indilari

* „ ( / ) =  5 > Л ,  s P( J ) = l M kvk
*=i *=i

ni tuzib, ushbu

k ( / ) } .  M ) }
to’plamlami qaraylik. Ravshanki, bu to ’plamlar chegaralangan bo’ladi.

11-ta’r i f  {spC/)} to ’plam ning aniq yuqori chegarasi f ( x , y , z )  funksiyaning 
quyi uch karrali integrali deb ataladi va u

l  = ̂ f ( x . y . z ) d v

kabi belgilanadi.
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{£ ,,(/)}  to ’plam ning aniq quyi chegarasi f { x , y , z )  funksiyaning yuqori uch 
karrali integrali deb ataladi va u

J  = \ i \ f ( x , y , z ) d V  
ly)

kabi belgilanadi.
12-ta 'r i f  Agar f ( x , y , z )  funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali 

integrallari bir-biriga teng bo’lsa, f ( x , y , : )  funksiya (v) da integrallanuvchi deb 
ataladi va ulam ing umumiy qiymati

j  =  Ш  = \ \ \ f { x . y .= ) d V
(у) (П

f ( x , y , - )  funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

(n (П (П
2". Uch karrali integralning mavjudlig i f ( x , y , z )  funksiya (v)a R* sohada 

berilgan bo’lsin.
10-teorema. f { x . y . z )  funksiya ( r )  sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun 

V f > 0  olinganda ham shunday 6 > 0  topilib, (к)  sohaning diametri ?lp < 8  
bo’lgan har qanday R bo’laklashiga nisbatan Darbu y ig ’indilari

$ , ( / ) - « Л ) < г
y_ tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

3'. Integrallanuvchi fun ks iya la r  sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi 
haqidagi teorem adan foydalanib, m a’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi 
bo’lishi ko’rsatildi.

11-teorema. Agar f ( x , y , z )  funksiya chegarlangan yopiq ( ғ ) с Л 3 sohada 
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu. sohada integrallanuvchi b o ’ladi.

12-teorenia. Agar / ( x . y . z )  funksiya (v) sohada chegaralangan va bu 
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya (v) da integrallanuvchi b o ’ladi.

4°. Uch karrali integralning xossa lari  Uch karrali integrallar ham ushbu 
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

I). f ( x , y , z )  funksiya (Ғ ) sohada berilgan bo’lib, (V)  soha nol hajmi (S ) sirt 
bilan (K,) va (V2) sohalarga ajratilgan bo’lsin. A gar f ( x , y , z )  funksiya (к )  

sohada integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (F,) va (V2)  sohalarda ham 
integrallanuvchi bo’ladi, va aksincha, ya’ni f ( x . y . z )  funksiya (Vf) va (У2) 
sohalarning har birida integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (v) sohada ham 
integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

\ \ \ f (x .y ,z )d V  = \ \ \ f (x ,y ,z )d V + \\\ f(x ,y ,z )d V  
<У) (h) Pi)

b o ’ladi.
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2). A gar f ( x . y . z )  funksiya (lz) da integrallanuvchi bo 'lsa, u holda 
c- f  ( x .y . z )  (c = const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\ \ \ c f ( x , y , z ) d V  =  c \ \ \ f ( x , y , z ) d V
(И  (►)

formula o ’rinli bo’ladi.
3). Agar f  { x .y . z )  va g ( x , y , z )  funksiyalar (f7 ) da integrallanuvchi bo’lsa. u 

holda f ( x , y , z ) ± g ( x , y , z )  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\ \ \ \ / { Х ’У ^ ) ± х ( х - У - № '  = \ \ \ f { x . y , z ) d V  ± \ \ \ g { x , y , z ) d V
(v) (»•) (»')

formula o ’rinli bo’ladi.
4). Agar f  ( x . y . z )  funksiya (l'') da integrallanuvchi bo’lib, V (x ,j \ .r )e ( lz) 

uchun f ( x , y , z ) >  0 bo’lsa, u holda

j U f ( x . y , : ) d y > 0
(И

bo’ladi.
5). Agar f { x , y , z )  funksiya (v)  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda \ f  { x .y . z ]  

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

\ \ \ f ( x , y , z ) d V  < \ \ \ \ f ( x , y , z \ d V  
(И (H

bo’ladi.
6). Agar f  { x .y . z )  funksiya {v)  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday 

o ’zgarmas ц  {m < /л < М )  son mavjudki,

(И
bo’ladi, bunda V ~{v) sohaning hajmi.

7). Agar f { x . y . z )  funksiya yopiq (lz) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu 
sohada shunday { a .e ,c ) e { v )  nuqta topiladiki,

Ш Л х ' У’^ у = v
(У)

bo’ladi.
5°. Uch karrali in tegrallami hisoblash. f { x , y , z )  funksiya 

(f /)=  |( х ,у , - ) б / t3 . a < x < e .  c < y < d ,  e < - < / }  sohada (parallelepipedda) 
berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda

\ \ \ f ( x , y . 2)dV = ] \  \ f { x . y , z ) d z \ d y  dx 
(Г-) а .с  V  )

bo’ladi.
Endi ( e ) c  R* soha -  pastdan z = ^ ( x . y )  yuqoridan i  = ^ 2{ x ,y )  sirtlar 

bilan, yon tomondan esa Oz o ’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan soha 
bo’lsin. Bu sohaning Oxy  tekislikdagi proeksiyasi esa ( d )  bo’lsin.
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Agar f ( x , y , z )  funksiya shunday (v) sohada uzluksiz bo 'lib , - = y/| (.x,-y ), 
r  = y ^ x . y )  funksiyalar (D ) da uzluksiz bo’lsa, u holda

\ \ \ f ( x , y , z ) d V  = \ \ \  \ f { x , y . z ) d z  dxdy 
(^) (0)Ui(*y)

bo’ladi. Agar yuqoridagi holda (D) = |(x,y)eZ?2 ‘ а<х<в, <рх(х)<уй<р2{х) } bo’lib, 
^ ,(x )  va (p2{x) funksiyalar [a, в] da uzluksiz bo 'lsa , u holda

d x

„
J j f ( x , y . z ) ± dy

a KVik-y)(И 
bo’ladi.

б”, t/f / i  karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish. Uch karrali 
integrallarda o ’zgaruvchilam i alm ashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki 
karrali integrallarda o ’zgaruvchilam i almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib, 
quyida uch karrali integrallarda o ’zgaruvchilam i almashtirish formulasini keltirish 
bilan kifoyalanamiz.

f { x . y , z )  funksiya ( и ) с  /?’ sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. (v) soha 
esa silliq yoki bo’lakli-silliq sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin.

Ushbu
X  =  ( p ( u ,V ,w ) f 

у  = 4/(u,v,w), 
z  = ̂ {u ,v ,w )

sistem a (л )  ((д)б У?') sohani (v) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da 
keltirilgan 10-3°-shartlami bajarsin. U holda

IIJ f ( x , y , z ) d V  = I I J f(q>(u,v.w), y/(u,v.w), £ (u ,v ,w ))  \j\dudvdw  
(г) (Д)

bo’ladi. Bunda

J  =

dx
du

du
dz_
du

dx
dv

dv
dz
dv

ck
dw

dw
dz_
dw

7". Uch karrali integralning ba'zi bir tatbiqlari. Uch karrali integral 
yordam ida ft3 fazodagi jism ning hajm ini, jism ning massasini, inersiya 
momentlarini topish mumkin.

Mashqlar
17.10. Ikki karrali integral ta ’riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu

a) J<&f f ( x , y ) d y
-I X 1
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b) j  J f ( x . y ) d y

integrallarda integral tartibi o 'zgartirilsin.
17.12. Quyidagi

- $ < j j ( * 2 - y 2} b d y < 4 x
in)

tengsizliklar isbotlansin, bunda ( D ) - x 2 + y 2 - 2 x  = 0 aylana bilan 
chegaralangan soha.

17.13. Agar f ( x )  funksiya [a. в] da uzluksiz boMsa.
i2

\ / ( x ) J x < ( e - a ) \ f 2(x)dx

bo’lishi isbotlansin.

4

>
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18-BOB

E gri chiziq li in teg ra lla r

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o ’zgaruvchili funksiya 
uchun qanday kiritilishini ko 'rd ik  va uni o ’rgandik. Shuni ham aytish kerakki, 
ko’p o ’zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi 
mum kin. Biz quyida keltirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy 
masalalardan paydo bo’lgandir.

I-§. Birinchi tu r  egri chiziqli integrallar 
/". Birinchi tur egri chiziqli integral ta'rifi. Tekislikda biror sodda AB 

(.4 = (£?|1а 2)б  R 1 ,В  = (в\,в1)& /г2) egri chiziqni (yoyni) olaylik (60-chizm a). Bu 
egri chiziqda ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy 
yo’nalish deb qabul qilaylik.

60-chizma
AB  egri chiziqni A dan В ga qarab A0 = A ,  Ai  An = B ,

(Л  ~ ( х к-Ук)е  Л В , * = 0 ,1 .2  n ,  A0 ={x0,y 0) = {av a2), A„ ={xn,y„) = (ei,e2))
nuqtalar yordam ida n  ta bo’lakka bo'lam iz. Bu /4,, nuqtalar sistemasi

A B  yoyining bo’laklash deb ataladi va u
M-v-4, л)

kabi belgilanadi. АкАк^  yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari Ask (k =  0.1,2....,/?) 
ning eng kattasi P  bo’laklash diametri deyiladi va u Я,, bilan belgilanadi:

AP = max{Ask }.

Ravshanki, A B  egri chiziqni turli usullar bilan istalgan sonda bo’iaklashlarini 
tuzish mumkin.

A B  egri chiziqda f ( x . y )  funksiya berilgan bo'lsin. Bu egri chiziqning

P  =  U o A  4 }
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b o ’laklanishi va  uning har b ir Д /Д ^ ,  yoy ida ixtiyoriy  Qk =(^k .t]l.)

v2* = (^*-/7*)e  A A + i ' * = 0 , 1.....« - l )  nuqtani olamiz. Berilgan funksiyaning

Qk = ( 4 -7 t )  nuqtadagi f ( ^ k .rjk) qiym atini AkAk^  ning A.vt uzunligiga ko’pay- 
tirib quyidagi yig’indini tuzamiz:

*=o

Endi /IS  egri chiziqning shunday

4  Pi К  -  r / M
bo’laklashlari ketma-ketligini qaraym izki, ulam ing mos diam etrlaridan tashkil 
topgan Xpx, A,,2,... Я/>т,... ketm a-ketlik nolga intilsin: -> 0 . Bunday bo’laklash-

larga nisbatan (18.1) kabi y ig ’indilarni tuzib, ushbu

°"l' °"2> •••• •••
ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki, bu ketm a-ketlikning har bir hadi 
Qk =(4к‘Пк) nuqtalarga bog'liq.

1-ta'rif. Agar AB  egri chiziqning har qanday (18.2) ko ’rinishdagi bo’lak
lashlari ketma-ketligi {Pm} olinganda ham, unga mos y ig ’indilardan iborat {<jm} 
ketma-ketlik (£*.7 *) nuqtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda ham
ma vaqt bitta J  songa intilsa. bu son <x y ig ’indining limiti deb ataladi va

lim a  = lim У /(£ /.,%  Ws, = J  (18.3)
л , - 0 Д ,-о4=0

kabi belgilanadi.
2-ta'rif. Agar V e > 0  son olinganda ham shunday S > 0  topilsaki, A B  egri 

chiziqning diametri 2 p < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan cr 

yig’indi ixtiyoriy (<^,77*) e  АкАк+{ nuqtalarda

\ a - j \ <  e

tengsizlikni bajarsa, J  son cr y ig ’indining Яр 0 dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgilanadi.

(18.1) yig’indi limitining bu ta ’riflari ekvivalent ta ’riflardir.
3 - la 'r i f  Agar Яр -> 0 da cr y ig ’indi chekli limitga ega bo’lsa, f { x , y )  

funksiya AB  egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit f ( x , y )  
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tu r egri chiziqli integrali deb ataladi va 
u

\ f(* .y )d S
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o ’ziga xosligi 

qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror A B  egri 
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa m ulohazalar (bo’laklashlarining olinishi, 
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig’indi tuzish, tegishlicha limitga 
o ’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.
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2". Uzluksiz fu n k s iy a  birinchi tur egri chiziqli integrali Yuqorida keltirilgan
3-ta’rifdan ko’rinadiki, birinchi tu r egri chiziqli integral AB  egri chiziqqa hamda 
unda berilgan f ( x , y )  funksiyaga bog’liq bo 'ladi.

Faraz qilaylik, AB  egri chiziq ushbu

( 0 < s i S )  (18.4)

sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s - A Q  yoyining uzunligi (@ = { х , у ) е  AB)  

S  esa AB  ning uzunligi. f ( x , y )  funksiya shu AB  egri chiziqda berilgan b o ’lsin. 
Modomiki, x =  x(.t), у  = _y(s) ( 0 < s < 5 )  ekan, unda f { x , y ) =  f{x(s) ,y{s^)  
bo’lib, natijada ushbu

f ( x ( s ) , y ( s ) ) =  F(s)  ( 0 $ s <,S) 
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

AB  egri chiziqning В = {А0,А\,--,Лп } bo 'laklashini va har bir AkAk+l da 

ixtiyoriy Qk = ( 4 л * )  nuqtani olaylik. Har bir Ak nuqtaga mos keladigan AAk 

ning uzunligi sk , har bir Qk nuqtaga mos keladigan AQk ning uzunligi s'k deylik. 

Ravshanki, АкАк+{ ning uzunligi skt.l -sk = Ask bo’ladi.

N atijada P bo’laklashga nisbatan tuzilgan
Л - 1

*=0

y ig ’indi ushbu

Z/fe nk) ^ k = Z/М5* Ж  = ZF (sl К
k^O k=0 k=0

ko’rinishga keladi. Demak,

° ' = Z /r(j * K -  ( l 8 5 )k=0
Bu y ig ’indini [O, S]  oraliqdagi F (s)  funksiyaning integral y ig ’indisi (Riman 

yig 'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, 1-qism, 9-bob, l-§).
Agar f { x , y )  funksiya AB  egri chiziqda uzluksiz bo’Isa, u holda F{s)

funksiya [O, 5 ]  da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holda F (s )  funksiya [O, S] da
integrallanuvchi:

Л-1 / x S
Iim £  F\sk) \ s k = I F(s)ds.  (18.6)

л/, ->0*=о 0
Shunday qilib. (18.5), (18.6) munosabatlardan AP -+ 0  da a  y ig ’indining 

limiti mavjud va
s

lim a  =  f F(s)ds  
яя ->° 0

ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teorem aga kelamiz.

251



1-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya AB  egri chiziqda uzluksiz bo’Isa, u holda 
bu funksiyaning AB  egri chiziq bo’yicha birinchi tu r egri chiziqli integrali mavjud 
va

1 f ( x . y ) d s  =  )  f{x{s ) ,y{s) )ds
AB 0

bo'ladi.
Bu teorcma. bir tomondan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli 

integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq 
integralga (Riman integraliga) kelishini ko’rsatadi.

l-eslatma. Ushbu

0’ =
*=o

yig’indidagi As* har doim musbat bo’lib, AB  egri chiziqning yo’nalishiga bog’liq 
emas. Demak.

\ f ( x . y \ k =  \  f { x , y ) d s
AH BA

3". Birinchi tur egri chiziqli integrallarning xossalarL Yuqorida ko’rdikki, 
uzluksiz funksiyalam ing birinchi tur egri chiziqli integral lari Riman integrallariga 
keladi. Binobarin, egri chiziqli integral lar ham Riman integral lari xossalari kabi 
xossalarga ega bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, egri chiziqli integrallarning asosiy 
xossalarini sanab o ’tish bilan kifoyalanamiz.

(18.4) sistema bilan aniqlangan AB  egri chiziqda f { x , y )  funksiya uzluksiz 
bo’lsin

1). Agar AB = A C  + CB  bo’Isa, u holda
j f ( x , y ) d s =  \ f ( x , y ) d s +  \ f ( x . y ) d s  

AH AC CB
bo’ladi.

2). Ushbu
j c f ( x ,y )d s  = с  I f { x , y ) d s  (c = const)
AB AB

tenglik o ’rinli.
AB  egri chiziqda f { x , y )  funksiya va g { x ,y )  funksiyalar uzluksiz bo’lsin.
3). Quyidagi

\ \ f ( x > y ) ± g ( x  y ) \ b =  \ f { x , y ) d s ±  \g ( x , y ) d s
AH AB AH

formula o ’rinli bo’ladi.

4). Agar V (x,> ')e AB  da / ( x .> ’) > 0  bo’Isa, u holda

l / ( x . y ) d s > 0
AH

bo’ladi.
5). |/(л,^]| funksiya shu AB  da integrallanuvchi va



/Ш ЛУ< 
b o ’ladi.

6). Shunday (сх,с1)&АВ  n u q ta top ilad ik i,

\ f { * > y №  = f k \ . c z ) S
АН

b o ’ladi, bunda S - A B  n ing  uzunlig i.
Bu xossa  o ’rta q iym at haqidagi teo rem a  deb  ataladi.
4°. Birinchi tur egri chiziqli integrullarni hisoblash. B irinchi tu r egri ch iziqli 

in tegral lar, asosan R im an in tegrallariga  keltirilib  hisoblanadi.
AB egri chiziq ushbu

{*:£<?) ( a i , - p) (,87)
sistem a b ilan  (p aram etrik  form  ad a) berilgan  b o ’lsin. B unda (p(t), 4/ ( 1)  funksiyalar
[or, p ]  da h o sila la rga  eg a  va bu hosila la r shu  o raliqda uz luksiz  ham da

(<p(a),t//(a))= A va  {(p(fl).V/(fl))= В b o ’lsin.

R avshanki, (18 .7) sistem a [or, ft]  o ra liqni AB  egri ch iz iqqa  akslantiradi. 

B unda  [7 , £ ]< =[« , /?] n ing  AB  ch iz iqdag i AyBs aksn ing  uzunligi

\yl<p'2{t)+ ig'2{t)cJt
r

b o ’ladi. (qaralsin . 1 -q ism , 1 0 -bob , l-§ ).
2-teorema. A g ar f ( x , y )  funksiya  AB  d a  uz luksiz  b o ’lsa, u holda

f  f ( x . y ) d S  =  J f(<p(t),y/(t)yJ(p'2{ t ) + 4/ ' 2{t)cJt
AH a

b o ’ladi.
4 [or, fi]  oraliqning

p  = fro- '1 . . . .  U »  (a  =  <0 <?! < ••<<. = ^ )
b o ’lak lash in i o laylik . Bu b o ’lak lashn ing  b o ’luvchi nuqtalari tk (* =  0 ,1 ,2  n)

n ing  AB  dagi m os akslarin i Ak (* =  0 ,1 ,2  n) dey lik . R avshanki, bu Ak

(* =  0 ,1 ,2 , . . . ,« )  nuq talar AB  egri ch iz iqning
{A0,Al,...,A„}

b o ’laklashin i hosil q ilad i. B unda Ak = (<p(tk), (* =  0 .1 ,2 , . . , ,л ) ‘ va  AkAk+]
n ing  uzunligi

Л5* = j  -J(p'2{ t ) + v ' 2(l)dt.............................. It
'k

b o ’ladi. O ’rta  q iym at haqidagi teo rcm adan  foydalanib  quyidagini topam iz: 

As* =  yl<p'2{rt )+ y / '2(rk ) ( r 4 t l - f >) =  j (p '2{rk) + 4/ ' 2{rk) -A t  k 
bunda tk <rk < t klX.
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Endi (p{rk )  =  4  ’ ^ ( гк)~Пк d cb  o lam iz. R avshank i, (4 -7 а - )6 Л Л * ]  

(* =  0, 1, 2 ........ /г - l )  b o 'lad i. AB egri ch iz iqn ing  yuqorida  aytilgan

Й |> Л  4 j }
b o ’laklashni va har bir 4 ,  A + i b o 'lak c h as id a  {^k,T)k) nuq tan i olib ,

° ' =  Z / f e . 7 * ) ^ *
k=0

y ig ’indini tuzam iz. U ni quy idag icha  ham  yozish  m um kin:

<т= E  / f e . 7 * ) ч  = E  / ( ^ k )  v 'k  )X ^ '2 к )+  ^ '2 к  W * • f / s t y
t=0 *=0

Bu teng likn ing  o 'n g  tom onidag i y ig ’indi f(<p(t),i//(t)yj<p'2(t)+ ^ ,2(f) 

funksiyaning [a, fi] o ra liqdag i R im an y ig ’indisidir.

Shartga  ko ’ra  f { x , y )  va  (p'(l), funksiya lar uz luksiz . D em ak, m urakkab  

funksiyan ing  uzluksizlig i haqidagi teo rem aga k o ’ra f(<p(t).ys{t)) va , dem ak,

f(<p(t).^(l))yl(p'2( i ) + ^ '2{l) funksiya  [a, fi] o ra liqda  uzluksiz . D em ak, bu 

funksiya [a, f i]  da  in tegrallanuvchi b o ’ladi. Y a ’ni

lim 1  / к к  V k  )W ^ 2k  ) + / 2к  W * = I f(<p(t)>4'(i)'hl<p2(l )+ y ' '2 № <  ■

M odom ik i, x = <p(t), y  = i//(t) funksiya lar [a . fi] d a  u z lu k siz  ekan , unda 

max{Mk }->  0 da  Ax* ->  0 ,  Ayt  ->  0  v a , dem ak, tXsk ->  0 .  B undan esa  ->  0 

b o ’lishi kelib  chiqadi. (18 .8 ) m unosabatdan  foydalan ib

lim a  = j  f(<p(t),v(t))J<p'2( l ) + 4/ ' 2(t)dt
Д , - 0 ^

b o ’lishini topam iz. B u esa

J  f ( x , y ) d S  =  J f((p(t),4/(l))yj<p'2{ t ) + 4/ ' 2(t)dl
AH a

ekanini bild iradi. ►
Bu teorem adan  quyidag i n a tija lar kelib  chiqadi.

1-natija. AB egri chiz iq  ushbu
y  = y (x )  ( a ^ x < e ,  y ( a ) =  A, y (e ) =  B) 

tenglam a bilan an iq langan  bo ’lib, j '( x )  ftinksiya [a, e ]  da  ho silag a  ega  v a  u 

uz luksiz  bo ’lsin. A gar f { x , y )  funksiya  shu AB da  uz luksiz  b o 'Isa , u holda

J f ( x , y ) d S  =  I f ( x . y ( x ) y l l  + y'2(x)dx
AB a

b o ’ladi.

2-natija. A В egri ch iz iq  ushbu •
p=p(e)  (e0<o<e{)
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ten g lam a  bilan (qu tb  koord inata  sistem asida) berilgan  bo ’lib, р ( в )  funksiya 

[в0, 0 ,]  d a  hosilaga ega  va u uz luksiz  b o ’lsin. A g ar f ( x , y )  funksiya  shu AB da 

uz luksiz  b o ’lsa, u holda

j  f ( x , y ) d S  =  J f ( p c o s G ,  p s in e )y jр 2(в )+  p ' 2(e )d e
AB on

b o ’ladi.
Bu natijalarn i isbotlashni o 'q u v c h ig a  havola  ctam iz.
18.1-ntisol. U shbu

j  -Jx2 + y 2ds
AB

egri ch iziq li integral h isob lansin , bunda  AB -m arkazi koord inata  bosh ida, radiusi
/•>  0 g a  teng  b o 'lg an  ay lanan ing  yuqori yarim  tek islikdag i qism i.

4  R avshanki, bu egri ch iz iq  quyidagi
x =  rcos/  ,  ,

,  (0 S / 5
у = rsmf

sistem a bilan an iq lanad i. AB d a  f ( x , y )  =  tJx2 + y 2 = -^(rcost)2 +  [rsint)2 funksiya 

uzluksiz . D em ak,

j  д/х2 + y 2d s  = \ J { r  cos i f  +  ( s in t f  J ( r  cos l )  + (r s in t )  d t  = r 2 ̂  dt =  7tr2
AB 0  0

b o 'lad i. ►
5". Birinchi tur egri chiziqli integrallarning b a ’zi  bir tatbiqlari. B irinchi tur 

egri chiziqli in tegrallar yordam ida  yoy uzunlig in i, jism n in g  m assasin i, o g ’irlik 
m arkazlarin i topish  m um kin.

T ek islikda  sodda  AB  egri ch iz iq  berilgan  b o ’lsin. Bu ch iz iqda  f ( x , y ) =  1 

funksiyani qaraylik . R avshanki, bu funksiya  AB da  uzluksiz. f ( x , y )  
funksiyan ing  b irinchi tu r  egri ch iziq li integrali ta ’rifidan quyidag in i topam iz:

л - l  n - l

I Ids = lim У I A s. =  lim У  As, = S .
AB ^ - ° ы ,  лр-*°кТо

D em ak,

S =  \ d s .  (18.9)
AB

18.2-misoL U shbu

x  =  x(t) = a c o s 21, 

y  = y ( t )  = a s in 2t

sistem a bilan berilgan  AB ch iz iqn ing  uzunligi topilsin . (B u chiziq  astroidani 
ifodalaydi).

< Y uqoridagi fo rm ulaga  k o ’ra astro idan ing  uzunligi

5 =  \ d s
AB
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b o ’ladi. A stro ida  koord inata  o ’q lariga  n isbatan  s im m etrik  b o ’lishini e ’tibo rga  olib . 
yuqorida  keltirilgan  (18 .9) form uladan foydalan ib  quyidag in i topam iz:

j  ds  = 4  J т /Ў 2 (/) + y ' 2 (zj</z = 4 J y j(^ 3 a c o s2 ( s i n t f  + (за  s in 11 co s d t =
a h  о о

/ r  ^  f  С05 2/
= 4 J J  5/и" 2ldt = 6a J j /zz l td t  = 6 a  | = 6 ti . ►

0 ^ 4 о X 2 /Iq

2-^. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar  
/" . Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ta'rifi. T ek islik d a  b iror sodda Л /i 

egri ch iz iqni qaraylik . Bu egri ch iz iqda  f { x , y )  funksiya  berilgan  b o 'ls in . ЛЙ egri 

ch iz iqning

/>= k . 4  4 ,}
bo 'lak lan ish in i va  uning har b ir ЛАЛ*+1 (A = 0. 1, 2  и - 1) yoyida  ixtiyoriy

Qk=tek>rlk)  nuqtani (СЛ = к * . ^ ) е Л * Л * > |, * = 0, 1. 2  я - l )  o laylik .

B erilgan funksiyan ing  Qk = (< * ,'/* ) nuqtadagi f f a . r j k )  q iym atin i ЛлЛл+, ning 

Ox (Oy)  o ’qidagi Axk ( Л ) p roeksiyasiga k o 'p a y tir ib  quyidagi y ig ’indini 

tuzam iz:

v  = I  Ж -ПкЖ  с '  = Z / f e - t / t )Av*I-  ( IS .  10)
*=o * = 0  /

Endi ЛВ egri ch iz iqn ing  shunday

p,. ^ ......-  r v s  / / ;
bo ’laklari ketm a-ketlig in i qaraym izk i. ularn ing d iam etrlaridan  tashkil topgan  m os

ketm a-ketlik  nolga intilsin:
X,, ->  0 .

B unday b o 'lak la sh la rg a  n isbatan  (18 .10 ) kabi y ig ’ indilarni tuzib  ushbu
<Г,\ cr'  o-;. ... (<7,',   ct' .  ...)

ketm a-ketlikni hosil qilam iz.
4-ta'rif. A gar AB egri ch iz iq n in g  har qanday  (18 .11 ) k o ’rin ishdag i 

b o ’laklashlari ketm a-ketlig i {/'„} o linganda  ham . unga  m os y ig ’ indilardan iborat 

M  ( Ю )  ke tm a-ketlik  f e , % )  nu q talam in g  ( f e . z / J e  Л * Л ^ ,)  tanlab  

o lin ish iga  b o g ’liq bo ’lm agan rav ishda  ham m a vaq t b itta  J'  songa  (У " songa) 
intilsa, bu son a '  (ct") y ig ’ indin ing lim iti deb  ataladi va

n-l
lim r r '=  lim Х Ж . '7 * ) Л х *  = У '

я „  ->0 Jk=0
<1812)

lim a" =  lim X / f e . f t W ' t  =  У '
я/>->0*=о
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kabi belg ilanad i. a '  (cr*) y ig 'in d in in g  bu lim itini quy idag icha  ham  ta ’rifi ash 
m um kin.

5-ta'rif. A g ar > 0  o linganda ham , shunday  <5>0 topilsaki, AB egri 
ch iz iqn ing  diam etri Лг < 5  b o ’lgan har qanday  P b o ’ laklash uchun tuzilgan  a

{(jn) y ig ’indi ix tiyoriy  nuqtalarda \fgk,rjk) €  AkAk^ , к = 0, 1, 2 . n - \ )

\ o ' - J \< c  (jo;'-
tengsiz likn i bajarsa, J'  son  {J"  son) a '  y ig ’ind in ing  ((cr*) y ig 'in d in in g ) Л,, - > 0  

dagi lim iti deb  a ta lad i va  (18 .12 ) kabi belg ilanadi.
Y ig ’indi lim itin ing  bu ta ’rifiari ekv iva len t t a ’riflardir.
6-ta’rif. A gar ^ - > 0  da a '  y ig 'in d i ((cr*) y ig ’indi) chekli lim itga ega 

b o ’lsa , f { x , y )  funksiya AB egri ch iz iq  b o ’y icha  in tegrallanuvchi deyiladi. Bu 

lim it f { x , y )  funksiyan ing  AB egri chiziq  b o ’y ich a  ikkinchi tu r egri chiziqli 
integrali deb ataladi va  u

\  f (x ,y)dx  f  \ f ( x ,y )d y
A B  \ A B  /

kabi belg ilanadi. D em ak,

I  f { x . y ) d x  =  Jim a '  =  Jim J  У* к ,
AB k=0

'  n-l '
\ f(x,y)dy = Jim   = Jim X  / f e . 4k )byk .

Ufl V +0*-o J
Shunday q ilib , AB egri ch iz iqda berilgan f ( x , y )  funksiyadan  ikkita  Ox 

o ’qidagi p ro eksiyalar vositasida  va Oy  o 'q id ag i p roeksiyalar v o sitas id a  o lingan 
ikkinchi tu r  egri ch iz iq li in tegral tu shu n ch alar kiritild i.

Faraz  q ilay lik , AB  egri ch iz iqda ikkita P {x ,y )  va  Q (x ,y )  funksiyalar 

berilgan  b o ’lib, j  P (x ,y )dx ,  |  Q(x.y)dy  lar esa  u larn ing  ikkinchi tu r egri chiziqli
A B  AB

integrallari b o ’lsin. U shbu

1 P{x,y)dx  +  I Q(x,y)dy
A B  AB

y ig ’indi ikkinchi tu r egri chiziq li in tegraln ing  um um iy k o ’rin ish i deb  ataladi va
\p { x .y )d x  + 0 (x .y )d y

AB

kabi yoziladi. D em ak,
I P(x.y)dx + Q ( x , y } / y =  I P(x,y)clx+ j g ( x , y ) d y .

A B  A B  A B

Ikkinchi tu r egri ch iziq li integral ta ’rifidan  quyidag i n a tija lar kelib  chiqadi.
3-natija. Ikkinchi tu r egri chiziq li integral egri ch iz iqn ing  y o ’nalish iga 

b o g ’liq b o ’ladi. Shuni isbotlaylik
M a 'lu m k i, AB  egri ch iz iqda  ikkita  y o ’nalish  {A  nuqtadan В nuq taga v a  В 

nuqtadan A nuq taga) o lish  m um kin (A B ,B A ,  A *  В ).
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A В egri ch iz iqn ing  yuqoridag i P bo 'lak lash n i o lib , bu b o ’lak lashga nisbatan 
(18 .10 ) y ig ’indini tuzam iz:

f Z - l

° ' = Ъ А Ь П к ) Ь х к (Лхг* = x ^ , - x t ) .

A ytay lik , A,, ->  0 da  bu y ig 'in d i chekli lim itga  ega  b o ’lsin:

=  { / ( x . y ) i x : .

# ”* *=0 ah

Endi AB n ing  o ’sha P bo ’ laklashin i ham da har b ir At Airl  dagi o ’sha 

(Gk'Hk) nuq talam i o lib , AB  egri ch iz iqn ing  y o ’nalish in i e sa  В dan A ga  qarab  
deb  ushbu y ig ’indini tuzam iz:

° '  =  ' l  / ( Ь - ъ Х хк - хк+\)
A=0

Л,, ->  0 da  bu y ig ’ indi chekli lim itga  ega b o 'lsa , u t a ’rifga  b inoan ushbu

BA
integral bo ’ladi:

l i m  a ' =  l i m  E / ( # f , 7 * )  ( x A - x * > i ) =  \ А Х - У ) & -
P P к =0 6A

A gar

 '=  Z / ( ^  )• Ax* =  -  Е Ж  л * )• к  -  ) = -  '
*= 0  t = 0

ekanlig in i e ’tib o rg a  o lsak . u ho ld a  Ap ->  0 da  cr, y ig ’ ind in ing  chekli lim itga ega 

b o ’lishidan a ,  y ig ’ ind in ing  ham  chekli lim itga  ega  b o ’lishi v a  lim & , = -  lim cr.
Ap  —►O Ap  —♦0

teng likn ing  bajarilish in i topam iz. D em ak,

\ / ( x , y ) d x  = - \ f ( x . y ) d x .
BA AB

X uddi shunga o ’xshash
\ / ( x . y ) d y  = - j / ( x , y ) d y

6  a  a  в

b o ’ladi.
4 - n a t i j a .  AB egri ch iziq  Ox o ’q iga (O y  o ’q iga) p e rp end iku lyar b o ’lgan 

to ’g ’ri ch iz iq  kesm asidan iborat b o ’lib, f { x , y )  funksiya shu ch iz iqda berilgan 
b o ’lsin.

U ho lda

\ f ( x , y ) d x  [ \ f { x . y ) d y  
An чяя

m avjud va



Bu teng lik  bev o sita  ikkinchi tu r  egri ch iz iq li integral ta 'r if id a n  kelib  chiqadi.

Endi ЛВ -sodda  yop iq  egri ch iziq  b o ’lsin. y a ’ni A va В n u q tala r ustm a-ust 
tushsin . Bu yopiq  chiz iqni К  deb be lg ilaylik . B u sodda  yopiq  ch iz iqda  ham  ikki 
y o ’nalish  b o 'lad i. U larning b irin i m usbat y o ’nalish , ikkinchisin i m anfiy y o ’nalish  
deb qabul q ilay lik . Shunday  y o 'n a lish n i m usbat deb  qabul q ilam izk i, kuzatuvchi 
yopiq  ch iz iq  b o 'y la b  harakat q ilganda , y op iq  chiz iq  b ilan chegaralangan  soha  unga 
nisbatan  har do im  chap  tom o n d a  yotsin.

F araz  q ilay lik , sodda  yopiq  ch iz iqda  f ( x , y )  funksiya berilgan  b o ’lsin. B u К  
ch iz iqda  ix tiyoriy  ikk ita  turli nuq talam i o lib , u lam i A va В b ilan  be lg ilaylik . 
N atijada, К  y op iq  chiz iq  ikkita  AaB va Be A ch iz iq la rga  a jra lad i (61-chizm a).

y ‘

61-ch izm a
U shbu

l f (x ,y )dK+ \ f ( x ,y )dx
Aoti Be A

in tegral (ag ar u m avjud b o ’lsa) f ( x , y )  funksiyan ing  К  yop iq  chiziq  b o ’y icha 

ikkinchi tu r egri ch iz iq li integrali deb  ataladi va

\ f ( x , y ) d x  yoki \ f ( x , y ) d x  
к к

kabi belg ilanad i. B unda К  yop iq  ch iz iqn ing  m usbat y o ’nalishi o lingan . (B undan 
b uyon  y op iq  chiziq  b o ’y ich a  o lingan  in tegrallarda, yopiq  chiziq  m usbat 
y o ’na lishda  deb  qaraym iz). D em ak,

§ f ( x , y ) d x =  \ f ( x , y ) d x +  j  f { x , y ) d x .
AiiB BeA

X uddi shunga  o ’xshash 

ham da, um um iy ho lda 

in teg rallar ta ’rifianadi.

\ f ( x , y ) d y
к

§ r (x ,y )d x  + Q (x ,y)dy
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AB fazoviy egri chiziq b o ’lib, bu ch iz iqda  f ( x , y , z )  funksiya  berilgan 

bo ’lsin. Y uqoridag idek , f { x . y , z )  funksiyan ing  AB  egri ch iz iq  b o ’y icha  ikkinchi 
tu r egri ch iziqli integrallari ta ’rifi anadi va ular

J f ( x , y , z ) d x , \ / ( x . y , z ) d y ,  J f ( x . y , z ) d z
AH A B  AB

kabi belg ilanad i. U m um iy ho lda, P (x ,y ,z ) ,  Q (x .y ,z ) ,  R (x ,y ,z )  funksiyalar 
berilgan  b o ’lib, ushbu

J P(x ,y ,z )dx ,  j  Q (x ,y .z )d y ,  J R{x,y ,z)dz
A B  A B  AH

in tegrallar m avjud bo ’lsa,

I P(x,y .z)dx + ^Q (x ,y ,z )dy  + j R{x,y ,z)dz
A B  AH AH

y ig ’indi ikkinchi tu r  egri ch iziqli in teg raln ing  um um iy  k o ’rin ishi deb  ataladi va  u 
j  P(x,y,z)cLx + Q {x ,y ,z )dy  + R (x,y ,z)dz

AH

kabi belg ilanadi. D em ak,

j  P(x,y ,z)dx + Q (x ,y ,z )d y + R ( x ,y .z )d z  =
AH

= j  P (x,y ,z)dx  +  \<Q{x,y,z)dy+ \  R {x ,y ,z )dz .
AB A B  AH

2°. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chiziqli integrali. F a raz  q ilay lik , AB 
egri chiziq  ushbu

X ~ ^ \  , (a < t< /3 )  (18.13)
У  =  Ч'КЧ

sistem a bilan (param etrik  ko ’rin ishda) berilgan  b o ’lsin. B unda (p(t) funksiya 
[or, /?] d a  (p'{t) hosilaga ega  va  bu h osila  shu o raliqda uz luksiz , y /(/)  funksiya 
ham  [a. p ]  d a  uzluksiz  ham da {(p{a), y / ( a ) )=  A v a  (<p(/?), y/{j)))= В  b o ’lsin.

t param etr a  dan /? ga  qarab  o ’zgarganda  (x, v ) = (y)(/). y /(/)) nuq ta  Л dan 

fi ga qarab  AB ni ch iza  borsin.

3-teorema. A g ar f { x . y )  ftinksiya AB  d a  uz luksiz  b o ’lsa, u h o ld a  bu 

funksiyan ing  AB egri ch iz iq  b o ’y icha  ikkinchi tu r  egri ch iz iq li integrali
\ f { x , y ) d x

AB

m avjud va

j  f { x ,y ) d x  =  f  f{(p{t), 4/{t))-(p'{t)dt
A B  a

b o ’ladi.
4  [a. p ]  o ra liqn ing

p  = h - A  I» ( a  =  /0 < / i <••• < / ,  = / 0
b o ’laklashini o laylik . B u bo ’lak lashn ing  bo ’luvchi nuqtalari tk (k =  0 ,1 .2  n)

ning AB dagi m os akslarin i Ak dey lik  (k =  0 ,1 .2 ......n).  R avshank i, bu Ak
n uqtalar AB egri ch iz iqn ing
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1 4 ) -  4 ............4 , }

b o ’lak lash in i hosil qiladi. B undan Ak = {fp{lk), ^(/*)) {k. = 0 ,1 ,2  n )  b o ’ladi. Bu
b o ’lak lashga nisbatan  (18 .10 ) y ig ’indini

fr ' = Z  / (5 *  ^
к =0

tuzam iz. K eyingi teng likda  Ax* -  4 - ^ tl n ing  Qx o ’qdagi proeksiyasi 

b X k = X k * l - X k  =<P(fk*i)-<P{tk)
ga tengdir.

L agranj teorem asidan  foydalan ib  topam iz:

) - <p(‘k ) = )  = <p'(0k Wt  (4 e , D -
M a'lu m k i, (^k,rjk) e  AkAk+{, (k = 0 , 1, 2, .... л - l ) .  A g ar bu (^k.rjk) nuq taga 

akslanuvch i nuqtani rk (rk g  [/*./*»,]) dey ilsa , unda

€k =<p(rk ) i  П к = Ч ' ( гк)  
b o ’ladi. N a tijada  cr' y ig ’indi quyidagi k o ’rin ishga  keladi:

= Z  f(<p(rk) ч/ (гк)) <p'(ei )•д/* •
A-0

Endi Яр =  /иг/х{Д/А }->  0  d a  (bu  ho lda ЛР ham  no lga in tiladi) cr' y ig ’ind in ing  

lim itini top ish  m aqsad ida un ing ifodasini o ’zgartirib  quyidag icha yozam iz:

<x'= 1 .А<р(гЛ  V '( 'a ) )  V ( '* )  A 'a +  Е / Ы ' - а ) .  ) )  И # А ) - ) ]  A/ t  .(18.14)
A - 0  A = 0

Bu ten g likn ing  o ’ng  tom onidag i ikkinchi q o ’sh iluvchini baholaym iz:

Z / И ' а )■ V '( 'i) )  k ^ A ) - ^ ) ]  Д̂ а 5
A = 0

^ Z | / ( p ( rt  )• Virk)) k'(5* ) - < P 'M -  Atk <
A=0

s  А/ X ) -  у ’(r* )| • A/t

bunda

M = m cu^l/(?>(/). (</(/)}•

<p'(t) funksiya  \a, f i]  da  uzluksiz. U ho lda K antor teo rem asin ing  natijasiga 
k o ’ra, V f  > 0  o linganda  ham  shunday  S > Q  top ilad ik i, [a , /?] o ra liqn ing  diam etri 
Я,', <  6  b o ’lgan har qanday  P b o ’linish uchun

b o ’ladi. U nda

; Z  / ( ^ ( ' a  )  V  ( ' a  ) )  [ < » ' ( ^  ) -  P  ' ( ' i ) ]  A f A
1a  = 0



D em ak,

/"» I  f W ( r k ), V/ (r,)) ) - P'Vi)] = 0
->0i  = 0

bo ’ladi. Bu m unosabatn i e ’tibo rga  o lib , (1 8 .1 4 ) teng likda  A,, - > 0  d a  lim itga  o ’tib  

quyidagini topam iz:
л-l P

lim а '  = Z/m X  /(< °(r* )• V'Oi )>Z>'(r* = 1 / ( v ’O). •

D em ak,

f  f { x , y ) d x  =  }  / ( v > ( / ) .  у  ( t) )q > '( t)d t  >
Л8 a

Endi (18.13) sistem ada ^ (z ) funksiya [a , /?] da  uz luksiz  , y/(z) funksiya  esa  
[«,/?] da  ^ '( z )  hosilaga ega va  bu h o sila  shu  o ra liqda  uz luksiz  bo ’ lsin.

4-teorema. A gar f ( x . y )  funksiya  AB da  uz luksiz  b o ’lsa, u h o ld a  bu 

funksiyaning AB egri chiziq b o ’y icha  o lingan  ikkinchi tu r egri chiziq li integrali

j / (* . y )dy
ЛВ

m avjud va

\ f ( x , y ) d y  = j f(<p(t). r(z)V 'OV'
AH a

b o ’ladi.
Bu teo rem a yuqoridag i 3 -teo rem a kab i isbotlanadi.
Y uqoridagi teorem alar, bir to m o n d an , u z lu k siz  funksiya  ikkinchi tu r egri 

ch iziqli in tegralin ing  m avjudlig in i an iq lab  bersa , ikkinchi tom ondan , bu integral 
aniq integral (R im an in tegrali) orqali ifodalan ish in i k o ’rsatadi.

AB  egri ch iz iq  (18 .13 ) sistem a b ilan  berilgan  b o ’lib, <p(i), funksiyalar 
[a . /?] da  (p'(t), v ' { t )  hosilala rga  ega v a  u bu hosila la r u z lu k siz  b o 'ls in .

A g ar AB egri ch iz iqda ikkita  P {x ,y )  v a  Q (x ,y )  funksiyalar berilgan b o 'lib , 
ular shu ch iz iqda  uzluksiz  b o 'lsa , u ho lda

} P(x,y)dx +Q(x.y)dy = { [p (<p o ). 4> (O V 'O )4- (? (»’ ( ')  v  ( ')V  '(O k '

b o ’ladi.
3°. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalari. Y uqorida  keltirilgan  

teo rem alar uz luksiz  fu nksiya lam ing  ikkinchi tu r egri ch iziqli in tcgrallarin i, b izga  
m a’lum  b o ’lgan aniq in tegral-R im an  in teg rallariga  kelish in i k o ’rsa tad i. B inobarin , 
bu egri chiziqli in tegrallar R im an in tegrallari xossalari kabi xossalarga  ega  bo ’ladi. 
O ’tgan  parag rafda  esa  xuddi shunday  m ulohaza  b irinchi tu r egri ch iziqli 
integral I a rg a  n isbatan  bo ’lgan edi. Shu lam i e ’tib o rg a  o lib , ikkinchi tu r egri ch iziq li 
in tegrallarn ing  xossalarin i keltirishni va  tegishli xu losalar ch iqarishn i o ’quvchiga 
havola  etam iz.

4°. Ikkinchi tur egri chiziqli integrullarni hisoblash. Y uqorida  keltirilgan  
teo rem alar funksiyan ing  ikkinchi tu r egri ch iz iq li in tegrallarin ing  m avjud lig in i 
tasd iq labg ina  qo lm asdan  ularni h isoblash  y o ’lini k o ’rsatadi. D em ak, ikkinchi tur 
egri ch iziq li in teg rallar ham . asosan  R im an  in tegrallariga  keltirilib  h isoblanadi:
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J  f { x ,y )d x  =  j  f{q>{t) ,v{t))(p'{ t)dt , (18.15)
A h a

P
J  f ( x , y ) d y  = \  f(<p{t),4/ { f ) ) 4/ ' { t )d t , f /8 .  /б>
AH a

P
\  P{x,y)dx  + Q {x,y)dy  =  \[p{(p{t),4/{ t ) )(p '{ t)+  (18.17)

A h a

X ususan, ЛВ egri chiziq
y  =  y ( x )  { a < x < e )  

teng lam a bilan aniq langan b o 'l ib , >-(x) funksiya [a, e] da hosilaga ega va u 
uz luksiz  b o ’lsa, (18 .15), (18 .17 ) fo rm ulalar quyidagi

j  f {x ,y )dx  =  ]  f { x .  y {x  ))Jx, (18.18)
A h  a

\  P(x.y)dx  +  Q(x,y)dy = { [ ^ ( ^ ( x ) ) ^  0 (x ,y (x )) ,v '(^ ))^
A h a

k o 'r in ish g a  keladi.
Shuningdek, AB egri chiziq

x  =  x (y )  ( c <  у  < d )  
teng lam a bilan aniq langan b o 'lib , x (y )  funksiya  [c, d ]  o ra liqda hosilaga ega  v a  u 
uz luksiz  b o ’lsa, (18 .16) va (18 .17 ) fo rm ula lar quyidagi

j  f ( x ,y )d y  = \  f {x {y ) ,  y )d y , (18.19)
A h  с

<i

\  r {x ,y )d x  +  Q {x,y)dy  =  f [ / >( x C v ) .y ) x V ) +  Q {x { y \y ) ] i y  (18.20)
A h с

ko ’rin ishga  keladi.
18.3-misol. U shbu

J  y 2dx +  x 2dy
Ah

„  x 2 y 2
integral h isob lansin , bunda  A B — r  + —r- =  1 e llipsn ing  yuqori yarim  tekislikdagi

a e~
qism idan  iborat.

4  M a’lum ki, e llipsn ing  param etrik  tenglam asi quyidag icha  b o ’ladi:
x  = a cos t , 
y  = e sin t .

A = (a, o)  nuq taga param etr t n ing  / = 0 q iym ati, B = ( - a .  o)  nuq taga esa 
I =  7t q iym ati m os kelib, I param etr 0 dan n  gacha  o ’zgarganda (x ,y )  nuq ta  A 
dan В g a  qarab  e llip sn ing  yuqori yarim  tek islikdag i q ism ini chizib  chiqadi.

P (x ,y )  = y 2, 0 ( x , y ) = x 2 funksiyalar esa AB d a  uzluksiz . (18.17) 
fom uladan  foydalan ib  quyidagini topam iz:

263



I y 2dx +  x 2dy  = j[<?2 sin2 / ( -  a s i n i ) + a 2 cos21 ■ в cost}/ l  =
Ля о

= o e |( t i cos21 -  e j m ’ /)сУ/ =  - - « в 2 . ► 
о 3

18.4-misol. U shbu

\ 3 x 2ydx + (x' + \)dy
AH

integral h isob lansin , bunda AB egri chiziq:

a) (O.O) nuqtadan chiqqan (0 ,0 )  va  ( l . l )  nuq talam i b irlashliruvchi to ’g ’ri 
ch iz iq  kesm asi;

b) (0 ,0 ) nuqtadan chiqqan (O,o) v a  ( l , l )  nuq talam i b irlash liruvch i y  = x 2 
parabo lan ing  yoyi;

v ) (0 ,0 ) nuqtadan chiqqan (O,O), ( l ,0 )  va ( l . l )  nuq talam i birlashliruvchi 
siniq chiz iqdan  iborat.

Y uqoridagi (18 .18), (18 .19 ) va  (18 .20) form ulalardan  foydalanib
quyidag ilam i topam iz:

a) holda

f  3x 2ytitc + (x3 +  l)r/y =  f  [Зх2х +  (x3 +  l)}iv = { (4 x 3 +  1 }Ух =  2 ,
ля о 0

b) holda

j  3x2ydx  + (x3 +  \)dy =  |[ 3 x 2x 2 +  (x 3 +  \ ) lx \ jx  = j  (sx 4 + 2x)dx =  2 ,
AH 0 0

v) holda

J 3x2ydx  + (x 3 +  \)dy =  j  3x2ydx  +  (x3 + l ) ^ '+  J 3x2ydx  +  (x 3 +  ])ф-
AH AC Сн

bunda Л С  - (0 ,0 ) va  ( l ,0 )  nuq talam i CB - ( l ,0 )  va  (l, l)  nuq talam i 
birlashliruvchi to ’g ’ri ch iz iq  kesm alaridan iborat 

R avshanki,

j 3x2ydx  + (x 3 + \)dy =  0 J 3x2ydx + (x 3 +  \)dy = j 2 d y  = 2 .
AC CB 0

D em ak,

J 3x2ydx +  (x3 +  \)dy =  2 .  ►
AH

3-§. Grin formulasi va uning tatbiqlari
M a’lum ki, N yuton-L eybnits form ulasi / ( x )  funksiyan ing  [a, c ] oraliq  

b o ’y ich a  o lingan aniq integral ini shu  funksiya  bo sh lan g ’ich funksiyasin ing  oraliq  
chekkalari (chegaralari) dagi q iym atlari orqali ifodalar edi.

B iror (D ) so hada  ( ( / ) ) c  R2') berilgan  f ( x , y )  u z lu k siz  funksiyan ing  ikki 
karrali
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\ \ f ( x , y ) d x d y
(у )

in tegralini tegishli funksiyan ing  shu soha chegarasidag i qiym atlari orqali 
(an iq ro g ’i, soha chegarasi b o ’y icha  o lingan  egri ch iziq li integrali orqali) 
ifodalaydigan  form ula ham  m avjud . Q uy ida  bu form ulani keltiram iz.

l". Grin fo rm u la s i  Y uqoridan  у  = (p2(x) ( a < x < e )  funksiya grafig i, yon

tom onlardan  x = a ,  x = e vertikal ch iz iq la r ham da pastdan y - ( p X x ) (a < x <  e )  

funksiya grafigi bilan chegaralangan  soha  egri ch iz iq li trapesiyan i qaray lik . Bu 
sohani (D ) b ilan , un ing chegarasi -  y op iq  chiz iqni dD  b ilan  belg ilay lik  (62- 
chi zm a).

62 -ch izm a
R avshanki, AB-<p2(x)  funksiya grafig i, £ C - ^ , ( x )  funksiya  grafig i ham da

dD  = EC + C B  + BA + A E .

P {x ,y )  funksiya shu (D ) sohada uzluksiz  b o ’lib, xususiy  hosilaga
dy

ega  va u ham  (d ) d a  uz luksiz  b o ’lsin. U ho lda ushbu

jj% W
(" )

integral m avjud b o ’ladi v a  18-bobning 6-§ idagi fo rm ulaga k o ’ra

(o) Sy

b o ’ladi. Endi
M O w  \ y=9j(*)

J =p(x,V2(x) y p ( Xi<P](x))
Vi (*) ^  У=*А*)

b o ’lishini e ’tib o rg a  o lib , quy idag in i topam iz:

\ \ dJ & l d x d y  =  f />(л.#,2( , ) ) ^ - f  P(x . v , (x ) )A  
(o) 4V O
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U shbu bobning  2-§ idagi (18 .18 ) fo rm ulaga b inoan

]р{х,(рг {х))ск=  J P (x ,y )d x , ]p{x ,(l>\x))dx~ \P(x,y)dx
a  AH  •  ® '

b o ’ladi. D em ak,

JJ dxdy  =  j  P (x .y )d x -  j  P(x,y)dx  =  -  |  P(x,y)dx  -  j  P(x.y)dx .
(») &  ah к  Нл f t -

R avshanki,
)/>(х..у>&  = 0 ,  j P(x,y)dx = 0 .

C H  EA

Bu tenglik larn i h isobga o lib  quy idag in i topam iz:

W - ^ ^ d x d y  =  -  \  P{x,y)dx  -  j  P(x.y)dx  -  J P{x,y)dx  -  j = 
(/;) fir re йл чя

a/)

( 7 * 2 / ;

= -  f />(x,.y)tih: + J / ,(x .^ )d x  + f + J P(x,y>/*: =  -  j  P{x,y)dx.
\ f i c  Сн 6a  a e

D em ak,

\ \ - P~T— dxdy  = -  f  P{x,y)dx
(/)) чу a/)

E ndi, yuqoridan  >- =  c ,  pastdan  у  = d  ch iz iq la r, yon tom ondan  esa  x  = y /,(y ) , 

x  =  ^ 2(y )  funksiya lar grafik lari b ilan chegaralangan  soha  egri ch iziq li trapesiyan i 

qaray lik . Bu sohani ( d )  b ilan , u n ing  chegarasi -  yop iq  chiziq li dD  bilan 

belg ilay lik  (63-chizm a).
v

^ ( y )
(D)

^ ( y )

63-ch izm a

g (x ,  v) funksiya  shu (D )  sohada uz luksiz  b o ’ lib, — ^  xususiy  hosilaga
етс

ega va  bu h osila  (D )  da  u z lu k siz  bo ’lsin. U holda

(18.22)

b o ’ladi.
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Bu form ulan ing  to ’g ’riligi yuqoridag idek  m u lohaza  yuritish  b ilan isbotlanadi. 

Endi R~ fazoda qaralad igan  (D)  so h a  yuqoridagi ikki holda qaralgan 
sohan ing  har b irin in g  xarak tcriga  ega  b o ’lgan so h a  b o ’lsin, dD  esa  uning 
chegarasi b o ’lsin. Bu (D)  sohada  ikk ita  P {x ,y )  v a  Q (x ,y )  funksiya lar uzluksiz

b o 'l ib , u lar ( xusus i y h o sila la rga  ega  h am da bu hosila la r ham
oy ox

( / ) )  da  u z lu k siz  b o 'ls in . R avshanki, bu ho ld a  (1 8 .2 1 ) v a  (18 .22 ) fo rm ulalar o ’rinli 
b o 'lad i. U lam i h ad lab  q o ’shib  ushbuni topam iz:

\ p ( * , y \ b  +  Q (* ,y y f y =  0 8 M )
Ю (0)1 ox dy J

Bu G rin form ulasi d eb  ataladi.
D em ak, G rin  form ulasi soha b o ’y ich a  o lingan ikki karrali in tcgralni shu  soha

chegarasi b o ’y ich a  o lingan  egri ch iziqli integral b ilan  b o g ’laydigan form ula  ekan.
B iz  y u q o rid a  G rin  form ulasi m axsus k o ’rin ishdagi (O )  sohalar (egri ch iziqli

trapesiyala r) uchun keltird ik . A slid a  bu fo rm ula  ancha  keng  sinfdagi sohalar uchun
ham to ’g 'r i  b o 'lib , bu fakt u sohalam i chekli sondagi egri ch iziqli trapesiyala r
y ig ’indisi sifa tida  tasv irlash  b ilan isbot q ilinadi.

2°. Grin formulasining ba 'zi bir tatbiqlari
1). Shaklning yuzin i topish. G rin  fo rm ulasidan  foydalanib , yassi shak ln ing  

yuzin i so d d a  fu nksiya lam ing  egri ch iz iq li in tegrallari yordam ida  h isoblanishin i 
k o 'rsa tish  q iy in  em as. H aqiqatdan  ham , (1 8 .2 3 ) form ulada P ( x , y ) = - y , 
Q(x y ) ~ ®  d ey ilsa , u holda

y)dx = \ \d x d y  = D
OD (D)

b o ’ladi. D em ak,

D = -  j  y d x .
dD

A gar (1 8 .2 3 ) fo rm ulada P (x ,y )= Q ,  Q ( x , y ) = x  dey ilsa , u holda

D =  j x J y  (18.24)
5D

b o 'lad i.

(1 8 .2 3 ) fo rm ulada  P { x , y ) = - ^ y ,  Q { x . y ) = ^ x  deb  o linsa, (D ) sohaning

yuzi

b o ’ladi.
18.5-misol. U shbu

D  = -  j x d y - y d x  (18.25)
^  OD

lx  =  a c o s t  ( 0 < , < 2 л )
y  = e s in t  x '

ellips b ilan  chegaralangan  shak ln in g  yuzi topilsin .
^  (18 .25 ) fo rm ulaga  k o ’ra
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1 I
D = -  J  xdy -  ydx = — \ { a c o s i e c o s t  + e  sin t a sin t )Ji -

до

cos t +  sin IV /= лав  b o ’ladi. ►

3". Ikki karrali integrullarni o'zgaruvchilarni almashtirib hisoblash.
M azkur kursn ing  18-bob, 7-§ ida ( д )  sohani (D )  so haga  akslan tiruvch i

x  =  ( p { u , v ) ,  

y  =  \ l / ( u , v )

sistem a o ’sha paragrafda keltirilgan  1-3-shartlarn i bajarganda  (D )  so h an in g  yuzi

D = \\ \ j {u ,v }d u d v  =  \ \  ^  ^ dudv  
(Д) (D) u \u'v )

bo ’lishi ay tilgan  edi. G rin form ulasidan foydalan ib , shu form ulan ing  to 'g 'r il ig in i 
isbotlaym iz.

A vvalo (18 .24 ) form uladan foydalanib , (d ) so h an in g  yuzi

D  =  \x d y  (18.26)
dD

bo’lishini topam iz. F araz  q ilay lik , дЛ ch iz iq  p aram etrik  fo rm ada ushbu

"  _ yoki { a > t > p )
v = v ( / )

sistem a bilan ifodalansin. U holda quyidagi
x = <p(u.v) =  <p(u(t),v(t)), 
y  = y/{u,v)=tg(u(t),v(t))  

sistem a (d )  sohan ing  dD  chegarasin i ifodalayd i. B unda p a ram etrn ing  o ’zgarish  
chegarasi ni shunday  tan lab  o lam izk i, / pa ram etr a  dan  /3 ga  qa rab  o ’zgarganda
dD  egri ch iz iq  m usbat y o ’na lishda  b o ’lsin. U  ho lda (1 8 .2 6 ) teng lik  ushbu

dl) dD a

k o ’rin ishga keladi.
A gar

du dv
d, 08.27)

I < p ( u , \ \ ^ d u + i^ - d v

b o ’lishini e ’tib o rg a  o lsak , u holda

dt

D  = ±  f x — d u + x  —  dv  
1 du«'(A) dv

(18.28)

b o ’lishini topam iz. Bu tenglikdagi integral belg isi o ld ig a  quy ilgan  ishorani 
tushuntiram iz. Y uqorida, /  p aram etr a  dan  (3 ga  qarab  o ’zgarganda  dD  egri 
chiz iq  m usbat y o ’na lishda  b o ’lishini ay td ik . Bu ho lda ЗД egri ch iz iqn ing  
y o ’nalish i m usbat ham  b o ’lishi m um kin , m anfiy  ham  b o ’lishi m um kin . Shuning  
uchun (18 .27 ) va  (18 .28) m unosabatlar b ir-b iridan  ishora  b ilan  farq q ilad i. A gar 
dD  egri ch iz iq  m usbat y o ’na lishga  dA egri ch iz iqn ing  ham  m usbat y o 'n a lish i 
m os kelsa, unda “Q ”  ishora o linadi, aks holda esa  isho ra  olinadi.
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E n d iu sh b u

I P(u, v)du +  Q(u,v)dv = [f f —̂ - - v )  -  ? ? (u. '. v)  Xjudv (18.29)
L  U)\ du dv Jод (д)х

G rin  form ulasida

p (« .v )= x ^ , e ( * , , ) = * !
du dv

deb  o lsak , u ho lda bu form ula quyidag i k o ’rin ish g a  keladi:

\ x —  du + x — dv = [[Г 
L  du dv H I d u \  d v )  dv I du

du dv . (18.30)

A gar

d ( d y \ _ d x dy  | ^  d ' y  d  ( d y ' \ _ d x  d y ^ ^ d 2y
d u \ d v )  du dv dvdu dv V du J dv du dudv

va
d  (  d  (  d y \ _ d x  dy dx dy _ D (x ,y )

dt< v dv J dv V du J du dv dv du P(u,v)  
ekan in i e ’tib o rg a  o lsak , unda  (18 .28 ), (1 8 .2 9 ) v a  (18 .30 ) m unosabatlardan

b o ’lishi kelib  chiqadi. 
M a’lum ki,

(  Ч D {x,y)
J yu-V) = n f \  D\u,v)

y akob ian  aniq ishorali, (D )  esa  m a ’nosiga k o ’ra m usbat b o ’lishi kerak. Dem ak, 
in tegral belgisi o ld idag i isho ra  y akob iann ing  ishorasi b ilan b ir xil b o ’lish kerak. 
Shun ing  uchun

( i j  ^ ( “ .v ) |

b o ’ladi. Shuni isbotlash lozim  edi.
4°. Egri chiziqli integral qiymatining integral lash y o  'liga bog 'liq bo 'Imas- 

ligi. C hegara langan  y op iq  b o g 'lam li (D )  ( (D )с  У?2) so hada  ikk ita  P (x ,y )  va 
Q {x ,y )  funksiya lar berilgan  b o ’lsin. Bu funksiyalar (D ) sohada uz luksiz  va

, — -"- 1— xususiy  h o sila la rga  ega  va  bu hosilalar ham  shu sohada uzluk-
d)> dx

siz  b o ’lsin.
1) A g ar ( / ) )  sohada

d P jx .y )  = d Q jx .y )  ( I 8 i J )
dy dx

b o ’lsa, u ho lda (D )  so haga  teg ish li b o ’lgan har qanday К yopiq  chiz iq  b o ’y icha 
o lingan  ushbu
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\p {x .y )c ix  + Q {x ,y)dy  
к

integral no lga teng  b o 'lad i:
J  r {x ,y )d x  + Q (x ,y )dy  = 0 .  
к

< K  yop iq  chiziq  chegaralagan  sohani (G ) dey lik . R avshanki, ( G ) c ( D ) .  
G rin form ulasiga k o ’ra

J  P{x,y)dx  + Q {x.y)dy  =

b o ’ladi. Shartga  k o ’ra  (f))  da, dem ak, (G ) da
d P { x ,y ) _ d Q { x ,y )  

dy dx
U ho ld a  (18 .31) m unosabatdan

bo ’ladi. D em ak,
J P(x,y)dx + Q (x ,y)dy  =  0 >  
к

2) A gar (D ) sohaga tegishli bo ’ lgan har qanday  К  y op iq  ch iz iq  b o ’y icha  
o lingan ushbu integral

\p ( x .y ) d x  + Q (x ,y )d y  = 0  
к

b o ’lsa, u ho lda quyidagi

\ p { x .y )d x  + Q {x .y)dy  (a B e. (D ))  (18.32)
AB

integral A va В nuq talam i b irlash liruvch i egri ch iz iqqa bo g ’liq bo ’I m ay di, y a ’ni 
(18 .32) integral qiym ati integral I ash y o ’liga b o g ’liq b o ’lm aydi.

< (D ) sohan ing  A va В nuq talam i b irlash liruvch i v a  shu sohaga  tegishli 
b o ’lgan ix tiyoriy  ikk ita  AdB ham da AeB  egri ch iz iqni o lay lik . Bu holda Ad В v a  
AeB  egri ch iz iq la r b irgalikda  (D )  sohaga  tegishli b o ’lgan yopiq  ch iz iqn i tashkil 
e tadi. Uni К  b ilan belgilaylik:

К = А аВвА .
S hartga k o ’ra

j  />(*, y)dx + Q{x, y)dy = Я  У )*  + Q(*>y)dy = 0
К .1ой«А

b o ’ladi. In tegraln ing  xossasidan  foydalan ib  ushbuni topam iz:
\ p ( x .y ) d x  + Q (x .y )d y =  \ \P (x .y )d x  + Q {x ,y )d y+  \p { x .y )d x  + Q (x ,y )dy  =

Л аВ в\ ASB B iA

=  \P (x .y)()x  + Q { x ,y ) d y -  \P { x ,y )d x  +  Q {x ,y )dy
АйВ ASB

Dem ak,
J  P(x,y)Jx + Q (x .y )dy  -  Я  P (x ,y )d x + Q (x ,y )d y  = 0

ЛоВ /I6B
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B undan esa,
\ l \ x . y ) d x  + Q {x ,y )d y =  \ \  P {x ,y )dx+  Q{x,y)dy

АОЪ Л«В

ekanlig i kelib  ch iqad i. ►
19.2-eslatma. Y uqoridag i tasdiq . isbot jaray o n id an  k o ’rinad ik i, AB egri 

ch iziq  sodda  egri ch iz iq la r to ’p lam idan  ix tiyoriy  o linganda  o ’rinlidir.
3) A gar ushbu

\ p ( x , y ) d x + Q { x ,y ) d y  (a  B e .  ( d ) )  (18.33)
AB

integral A va  В n u q talam i b irlash liruvch i egri ch iz iqqa  b o g ’liq b o ’lm asa, y a ’ni 
integral integral lash y o ’liga b o g ’liq b o ’lm asa, u holda

P(x,y)dx + Q (x ,y)dy  
ifoda (D ) sohada  berilgan b iror funksiyan ing  to ’liq d ifferensiali b o ’ladi.

< M odom ik i, (19 .33 ) in tegral lash y o ’liga b o g ’liq em as ekan , u ho lda integral 
A = (x0,y 0) va  й  =  (дг|1_у1)  n u q talar b ilan b ir qiym atli an iq lanadi. Shuning  uchun 

bu ho lda (19 .33) in tcgraln i q u y id ag ich a  ham  yozish  m um kin:
(*i -У1)

\P (x ,y )d x  + Q (x .y )dy .
(* о -У о)

Endi A nuqtani tay in lab , В nuq ta  sifa tida  (d )  sohan ing  ix tiyoriy  (x ,y )  
nuqtasin i o lib , ushbu

(r.y)
\P (x ,y )d x  + Q(x,y)dy

( х ч .У о )

in tcgralni qaraym iz. R avshanki, bu integral (x ,y )  g a  b o g ’liq b o ’ladi:
('■>)

F (x .y )=  \ p ( x . y \ l x  + Q (x .y )dy .
(* о .У о )

B u funksiyan ing  x ususiy  hosilalarin i h isoblaym iz. (x ,y )  nuq tan ing  x 
koord inatasiga  shunday  Ax o rttirm a  beray likk i, (x  + A x .y ) nuqta  va  (x .y ) ,  
(x + A x .y ) nuq talam i b irlash liruvch i to ’g ’ri ch iz iq  kesm asi ham  (D)  sohaga  
teg ish li b o ’lsin. N a tijada  f ( x , y )  funksiya ham  xususiy  o rttirm aga  ega  b o ’ladi:

(х + Д г.у ) (x .> )

/г(х  + Ax, v ) -  F (x ,y )=  \p { x . y ) d x  + Q ( x .y ) d y -  \P { x .y )d x  + Q {x ,y)dy  =
( xo  .У о )  (*o  'У о )

(x+ & x,y)  (х+Д х.у)

= \P (x ,y )d x  + Q {x .y )d y =  \P (x ,y )dx .
(*.y) (*.>)

O ’rta  q iym at haqidagi teorem adan  foydalan ib  quy idag in i topam iz:
(х -Д х .у )

J P(x,y)dx  =  / ,(х  + ЙАх._у)-Ах ( 0 < У < 1 ) .
(*•>)

N atijada

Ғ ( * ^ . у ) - Ғ ( х , у ) _ р{х  + в А х у )
Ax



b o ’ladi. B undan
Ur, F(* + t * , y ) - F ( x , y ) ^ Um p ( x + e t u  y ) =  p (x  y )

&x~>0 A x  A t-> 0

b o ’ladi. D em ak,

X uddi shunga o ’xshash

d- ^ = e ( * . y )dy
b o ’lishi k o ’rsatiladi.

Shunday qilib

P(x,y)dx  +  Q(x,y)dy  = ^  dx + dy  =  dF {x .y )
dx dy

b o ’ladi. ►
4 ) A gar

P(x,y)dx + Q {x ,y)dy  (18.34)
ifoda (D ) sohada berilgan b iro r funksiyan ing  to ’liq d ifferensiali b o 'lsa , u holda

d P jx .y )  _ d Q (x ,y )  

dy dx
b o ’ladi.

<  A y tay lik , (18 .34 ) ifoda (D )  so h ad a  berilgan  F {x ,y )  funksiyan ing  to ’ liq 

d ifferensiali b o ’lsin:
P{x,y)dx + Q {x ,y)dy  = d F (x ,y ) .

R avshanki,

dx dy
K eyingi teng lik lardan  ushbuni topam iz:

dP (x ,y )  d 2F (x ,y )  d@ (x ,y )  _ d 2F (x ,y )
dy dydx dx dxdy

Shartga k o ’ra  — lar (D )  sohada  uzluksiz . A ralash  hosilala rn ing
dy dx

teng lig i haqidagi teorem aga b inoan (qaralsin , 13-bob, 6-§).
d P jx .y )  _ dQ {x.y)

dy dx
b o ’ladi. ►

Shunday q ilib . G rin form ulasidan foydalangan  h o lda, yuqoridag i l)-4 ) 
tasd iq la r orasida

1 ; = > 2 ; = > з ; = > 4 у) = > и
m unosabat borligi ko ’rsatildi.
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4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
orasidagi bog lanish

T ek islikda  sodda  silliq  AB egri ch iziq  ushbu
x = x ( A  . .

{ O s s Z S )
У = y v )

s istem a  b ilan  an iq langan  b o ’lsin , bunda s -  yoy uzunlig i (qara lsin , ushbu bobning 
l-§ )  x (s )  va  _y(j) funksiya lar x'(s), ^ '(^ )  hosila la rga  ega h am da bu hosilalar 

uzluksiz.
R avshanki, bu egri chiziq  har b ir nuq tada u rinm aga  eg a  b o ’ladi. A gar Ox va  

Oy  o ’q lar b ilan  u rinm an ing  yoy o ’sishi to m on iga  qarab  y o ’nalish  orasidagi 

burchak  m os rav ishda  «  va dey ilsa , unda
x'(s)= c o s a , y ' { s ) = c o s P

b o ’ladi.
A y tay lik , bu AB  egri ch iz iqda  f { x , y )  funksiya  berilgan  va uzluksiz  b o 'ls in . 

U holda
\ f ( x . y ) d x

ли
integral m avjud b o ’ladi v a  (1 8 .1 5 ) fo rm ulaga k o ’ra

j  f {x ,y )d x  =  J f(x{s).y(s))x'{s)ds  
ли 0

teng lik  o ’rinli. B u ten g likn ing  o ’ng  tom onidag i in tcgraln i quy idag icha

f f ( x ( s ) A s ))x'(s)ds = j  f(x(s) ,y (s))cos ads 
о 0

yozish  m um kin. U shbu bobning  l-§  da  keltirilgan  1 -teorem adan  foydalanib  
quyidag in i topam iz:

s
I f(x(s) ,y(s))cos ads  =  |  f ( x , y ) c o s  ads ■ 
о ли

N atijada  yuqoridag i tenglikdan
f = j  / ( x . y ) c o s  ads

ЛВ AB

b o ’lishi kelib  chiqadi.
X uddi shunga o ’xshash , teg ish li shartda

1 f ( x , y ) d y  = J f ( x , y ) c o s  fids
AH AH

va um um iy ho lda
j  P {x ,y )d x y Q {x ,y )d y  =  J [p {x .y )cos  a  + Q(x, y )co s  p  \ls

A B  a h

b o ’ladi.

Mashqlar
18.6. U shbu

J -  |(4 V x  -  ly fy ) j s
AB
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integral h isob lansin , bunda  AB  egri ch iz iq  quyidagi 

x  =  cos31 , y  =  s in3t 
astro idan ing  A {- \ ;  O) va fl(0. l )  nuqtalari o rasidag i qism i.

/5 .7 . U shbu

J ^ \ x 2ds
ЛВ

integral h isoblansin , bunda AB egri ch iz iq  quyidagi

х г + у г = a 2
ay lanan ing  yuqori qism i.

18.8. AB y oy in ing  uzunligi / quyidagi

/ =  \ d s
AH

fo rm ula  b ilan topilish i isbotlansin .

A g ar AB yoyi
x = 2a cos t -  a cos I t , 
у  = 2 a s i n t - a s i n 2 t  

kard io idadan  iborat bo ’lsa, u n ing  uzunlig i topilsin .
18.9. T ek islikda  y o p iq C  ch iz iq  b ilan  chegaralangan  ( d )  shak ln ing  yuzi

D  =  ^  Jx t/y  -  ydx

b o ’lishi isbotlansin.
U shbu 4

x = a c o s t ,  y  =  es in t  
ellips b ilan chegaralangan  sh ak ln in g  yuzi topilsin .

18.10. A gar m aterial egri ch iz iq  AB n ing  z ichlig i p  = p { x . y )  bo ’ lsa. uning 

m assasi

m= \p{x,y)ds  
AB

bo ’lishi isbotlansin.

Z ichlig i p { x , y ) = — b o ’lgan quyidag i 
x

X2

parabolan ing  | l ,  (2. 2 ) n u q talar o rasidagi q ism ning  m assasi

topilsin .
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19-BOB

Sir t  integrallari

M azk u r kursn ing  17- bobida  r  =  f { x , y )  teng lam a aniq lagan  silliq  (S )  sirt 

b ilan tan ishgan  edik. B unda r ( x ,y )  funksiya  ( d )  sohada ((D )с  f t2) berilgan , 
uz luksiz  va z'x(x ,y ) ,  - y{x ,y )  xususiy  h o sila la rga  ega ham da bu hosilalar ham  (D ) 

d a  uz luksiz  funksiya edi. (5 )  sirt y u zag a  ega  b o ’lib , uning yuzi

S - Я  ̂ + ^ ( x . y ) + ^ { x , y ) c l x d y  (19.1)
(D)

g a  teng  ekan lig i ko 'rsa tild i.

O ’sha b o bn ing  p irovard ida  /?3 fazodagi (F )  sohada ((lz) c  -R3)  berilgan 
funksiyan ing  uch karrali integrali b ilan tan ish ib , uni o ’rgandik.

Endi f t3 fazodagi (S)  sirtda  berilgan  funksiyan ing  integrali tushunchasi bilan 
tan isham iz. S irt integrali tu shunchasin i k iritishdan  avval, bu erd a  ham  funksiya 
berilish  so h asin ing  b o ’lak lash ish i, bo ’ laklash bo ’laklari, b o ’lak lashn ing  diam etri 
tu shunchalari k iritilish i kerak.

B u tushu n ch alar [д. в]  o raliqni b o ’laklashi (qaralsin , 1-qism, 9 -bob , l -§ )  va  
tek islik d a  (D )  sohani b o 'lak la sh i (qaralsin , 18-bob, l -§ )  kabi k iritilad i va  
o ’xshash  xossalarga  ega  b o ’ladi. Shuning  uchun bu erda b iz bu tushunchalam i 
k iritilgan  h isob lab , bayonim izn i bevosita  sirt in tegralin ing  ta ’rifidan  boshlab  
ketaveram iz.

l-§. Birinchi tur sirt integrallari
I. Birinchi tur sirt integralining ta'rifi. f { x . y . z )  funksiya  ( s )  sirtda

( ( S ) c  /?3) berilgan  b o ’lsin. B u sirtn ing  P b o 'lak la sh n i va  bu b o ’lak lashn ing  har

b ir  (.S*) b o ’lag ida  (*  =  1,2 n) ix tiyoriy  (£*.>/*.£*) nuqtani o laylik . B erilgan

funksiyan ing  nuqtadagi f { ^ k,rikf k)  q iym atin i (Sk)  n ing  Sk yuziga

k o 'p ay tirib , quy idag i y ig ’indin i tuzam iz:

*-|
1-ta'rif. U shbu

(19.2)
*=i

y ig ’indi f { x . y , z )  funksiyan ing  integral y ig 'in d is i yoki R im an y ig ’indisi deb 
ataladi.

(S)  s irtn ing  shunday

Қ .Р г  C  • № * )
b lak lash larin i qaraym izk i, u larn ing  m os d iam etrlaridan  tashkil topgan

Лрх. Лр2  ,...
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ketm a-ketlik  no lga intilsin: Я,, —> 0 . В unday Pm (m = l ,2 , . . .)  b o 'lak lash larg a  

nisbatan  f ( x , y , z )  funksiyan ing  integral y ig ’ indisini tuzam iz. N a tijada  (.S’) 
sirtn ing  (19.3) b o ’lak lash lariga  m os integral y ig ’ind ilar q iy m atla ridan  iborat 
quyidagi ketm a-ketlik  hosil bo 'Iad i:

 |- 2 a * ~
2-ta'rif. A gar (.S) sirtn ing  b a r qanday  (19 .3 ) boM aklashlari ketm a-ketlig i 

{/’„,} o lin g an d a  ham , unga  m os in tegral y ig ’ indi q iym atla ridan  ibo rat {a„,} ketm a- 

ketlik , (Zi'.iJkXk) nuq talarn i tan lab  o lin ishga  b o g ’liq bo ’ lm agan h o lda, ham m a 
vaq t b itla  ./ so n g a  intilsa, bu J  y ig ’ind in ing  lim iti d eb  ataladi va u

l i n *  =  ' L f f a l k ' C *  ) S t = J  (19 4)

kabi belg ilanadi.
Integral yig^indining lim itini q u y idag icha  ham  ta ’riflash  m um kin.
3-ta 'r if  A gar V e > 0  o linganda  ham , shunday  S > 0  to p ilsak i, (S') sirtn ing  

d iam etri 2 p < S  bo ’lgan bar qanday bo ’laklashi ham da bar b ir {Sk) b o ’lakdan 

o lingan ixtiyoriy (^k,r]k,^k)  lar uchun

\ a - J \ < £
tengsiz lik  bajarilsa, J  son cr y ig ’ind in ing  lim iti deb  ataladi va u (19 .4) kabi 
belgilanadi.

4-ta'rif. A g ar ->  0 da  f ( x , y , z )  funksiyan ing  integral y ig 'in d is i a  chekli 

lim itga  ega bo ’lsa, f ( x , y , z )  funksiya  (S )  sirt b o 'y ich a  in tegrallanuvchi (R im an 
m a’nosida  in tegrallanuvchi) funksiya deb  a taladi. Bu y ig ’ind in ing  chekli lim iti J  
e sa  f { x , y , z )  funksiyan ing  b irinchi tu r sirt in tegrali deyiladi v a  u

\ \ f { x , y , z ) d s
(S)

kabi belg ilanad i. D em ak.

(I f (x ,y .= )d s  =  Jim a  =  Jim £  )■ Sk
(s) лр->0 P"  ̂ k-1

2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integrali. Endi b irinchi tur sirt in tegrali- 
n ing  m avjud b o ’lishini ta ’m in laydigan  shartni topish  b ilan  sh u g ’ullanam iz.

F araz  q ilay lik  i f  fazodagi (S ) sirt
:  =  z (x .y )

teng lam a b ilan  berilgan bo ’lsin. B unda r  =  r(x ,> -) funksiya  cheg aralan g an  yopiq 

(d ) sohada  ( ( d ) c / ? 2 )  uzluksiz  v a  z't (x ,y ) ,  z'y {x ,y )  h o sila la rga  ega  ham da bu 

h o sila la rh am  (D ) da uzluksiz.
J-teorema. A gar f ( x , y , z )  funksiya ( s )  sirtda  uz luksiz  b o 'lsa , u ho lda bu 

funksiyan ing  (S ) sirt b o ’y ich a  b irinchi tu r sirt in tegrali

\ \ f { x . y . z ) d s
(s)

m avjud va

276



Я Л Х’У’= ) ^  = Я Л Х'У- =(х  у ) \ [ '  +  (х ^ ) +  =у (x.y)dxdy
(s) (о)

bo 'Iad i.
< (S )  sirtn ing  Ps b o ’laklashni o lay lik . Lining b o ’laklari (S ,) ,  (S2) ,...,  (Sti) 

b o ’lsin. Bu sirt va  un ing  b o ’lak larin ing  Oxy tek islikdag i proeksiyasi (D ) sohaning  
P„ b o ’laklashni va  un ing  ( / ) , ) ,  (D 2), ... ( Д , )  b o ’laklarin i hosil q iladi. Ps 
b o 'lak la sh ig a  nisbatan  (19 .2 ) y ig ’indini tuzam iz:

°  = i A Z k - ’h X k)-sk
*=i

M a’lum ki, (^к,г)к,^к ) е ( 5 к). Bu nuqtaga akslanuvchi nuqta  (£t ,rjk)  bo 'Iad i. 

D em ak, =  =(%к.Чк ) (1 9 .1 ) fo rm u lag a  binoan

Sk = Я  V 1 +  -x2 (х ’ У )+ -у2 ( x . y t y d y
(Dk )

b o ’Iadi.
O ’rta  q iym at haqidagi teo rem a (qaralsin , 17-bob, 5-§) dan foydalanib 

topam iz:

N a tijada  cr y ig ’indi quyidagi

*=i

= z  / ( 4  • 7*. - (&  • 7* ) V  1 + r ;2 f e . ni) +  f e . v*) • a
*=i

k o ’rin ishga  keladi.
Endi Aps ->  0 d a  ( bu ho lda APo —> 0 ham  no lg a  in tiladi) y ig ’ind in ing  lim itini 

top ish  m aqsad ida un ing  ifodasini o ’zgartirib  yozam iz:

= Z / ( 4  • 7 * .-  f e • 7* ) V  1 +  - r 2f e .V*)+  -y  .7 * ) Д  +
A  -  I

+i  /fc . %. - f e > i/ i+-’;2 fe; .nib -;2 f e ; ( - / s . j ;
A =  l

Bu teng likn ing  o ’ng tom onidag i ikkinchi q o ’sh iluvchini baholaym iz:

I z  / f e . % • -  f e  • 7* ) i / 1+ -;2 f e . 7 * )+  - ;2 (sea . 7a )  -
| A = 1

. 4 . ) +  --;2f e .% )]• o k < м Ш +
4=1

- > / 1 +  -7a )+  ^ 2f c  -7* J] ■

bunda
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M = m a x \f {x .у . z \
R avshanki,

funksiya (D)  d a  uzluksiz , dem ak, tek is uzluksiz . U ho lda K antor teorem asin ing  
natijasiga k o 'ra  V f  >  0 o lin g an d a  ham  shunday  £  > 0 top ilad ik i, (D )  sohaning 
d iam etri A,, <д' b o ’lgan har qanday  P,, bo ’laklashi uchun

b o ’Iadi. Unda

) i / , +  7 * )+  - y ^ l n ' k ) -
k=\

va dem ak,

, л z  / ( ^ . 7*. -  ( ^ . ) i / i + - I 2 -

bo 'Iad i.
(19 .5 ) teng likn ing  o ’ng  tom onidag i b irinchi q o 'sh ilu v ch i

+ - ; 2f e ) +  )• o .  4
*=i

esa  ________ ____________

/ ( x ,  r(x , 1 +  r'r2 (x, y ) + :'y2 (x, >-) >

funksiyaning integral y ig ’indisidir. Bu funksiya (O)  sohada  uzluksiz . D em ak,
Яро - > 0  d a  in tegral y ig ’indi chekli lim itga  ega  va

. lim, Z  Atk-ПкАъ-Пк ) V > + z ; 2 ( ^ ' 7* ) + z >2 b * . » 7* ) -  Di =

= Я f(x ,y ,z (x ,y ) \ l t  + z?(^.>)+ ̂ у У ^ У  
(D)

b o ’Iadi. Bu m unosabatn i e ’tibo rga  o lib , (1 9 .5 ) ten g lik d a  A/>s - > 0  d a  lim itga  o ’tib 

topam iz:

lim (T= Hm f  f ( £ k,>]k , z ( ^ . 7 * ^ l  +  .7 * )+  ,7 *)• =ял -»°

= Я  А х <уА х ‘У))уГ' + 4 2 (■*■>')+ z'A^.y)dxdy.
( o )

D em ak,

Я  А х-У’=№ = \1 А х 'У'=(х -У))у11^ - А х ’У)+::у (х'У)е̂ е̂  ■ *
(x) (о)

278



Bu teorem a, b ir tom ondan , uz luksiz  funksiya  b irinchi tur sirt in tegralin ing  
m avjud lig in i an iq lab  bersa, ikkinchi tom ondan , bu integral ikki karrali R im an 
integrali orqali ifodalan ish in i k o ’rsatadi.

1-eslatma. (S') sirt x = x {y ,z )  {y  ■= y (p ,x))  teng lam a b ilan  an iq langan  bo ’lib, 

x = x (y ,z )  funksiya (>>(г,х) funksiya) (D )  sohada  ( ( D ) c / ? 2)  uzluksiz  va
Х':(У>=) x ususiy  hosila la rga  (y': ( z , x ) , y fx(z ,x )  xususiy  hosilalarga) ega 

ham da bu hosila la r ( d )  d a  uz luksiz  bo 'ls in .
A g ar f { x , y , z )  funksiya  shu (5 )  sirtda  uz luksiz  b o ’lsa, u ho lda bu 

funksiyan ing  b irinchi tu r  sirt integrali

\ \ f ( x . y , z ) i s
(S)

m avjud va

Я  f ( x .y ,z ) d s  =  t f  f ( x ( y , : ) .y ,z ) y +  x* (y ,z )+  x;2(y , z)dydz ,
(s) (D)

Я  =  Я  f { x , y ( z , x ) , z y j \  + y'? x )  +  y ';  (z, x)dzdx
V^) (")

b o ’Iadi.
2-eslatma. B iz f ( x . y , z )  funksiya  birinchi tu r sirt in tegralin ing  m avjudlig i 

m axsus k o ’rin ishdagi {S)  s irtla r ( z  = z ( x ,y ) ,  x  =  x ( y ,- ) ,  y  = y ( z ,x )  teng lam alar 
b ilan an iq langan  sirtlar) uchun keltird ik . A slid a  funksiya in tegralin ing  m avjudlig i 
keng  sin fdag i sirtla r uchun  to ’g ’ri b o ’Iadi. Jum ladan , agar ( s )  sirt chekli sondagi 
y u q o rid a  ay tilgan  sirtla r y ig ’indisi sifa tida  tasv irlangan  b o ’lsa, unda  berilgan va 
uz luksiz  b o ’lgan f ( x , y . z )  funksiyan ing  sirt integrali m avjud b o ’Iadi va  u mos 
ikki karrali in teg rallar y ig ’ind isiga  teng  b o ’Iadi.

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Y uqorida  keltirilgan  teorem a 
uz luksiz  funksiya lar b irinch i tu r sirt in tegrallarin ing  ikki karrali R im an 
in tegrallariga  kelish in i k o ’rsatadi. B inobarin , bu sirt in teg rallar ham  ikki karrali 
R im an integral lari xossalari kabi xossalarga  ega  b o 'Iad i. Ikki karrali R im an 
in tegrallarin ing  xossalari 17-bobning 5-§ ida  o ’rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Y uqorida  keltirilgan  teorem a 
birinchi tu r  sirt in tegralin ing  m avjud lig in i tasd iq labg ina  qo lm asdan , uni h isoblash  
y o ’lini ham  k o ’rsatadi. D em ak, birinchi tu r  sirt in teg rallar ikki karrali R im an 
in teg rallariga  ke ltirilib  h isoblanadi:

Я / ( x - v . r ^  = Я / (x ,у . (дг,у ))y]l + ='x2(x .y )+ z'y2(x,y)dxdy ,
(s )  (О)

l j f ( x , y . z ) d s =  Я f ( x ( y , z ) , y , z \ l \  + x'y2(y .z )+  x'z2(y ,z )d y ±  , (19.6)
(S) ( o ) ____________________

Я  f ( x ,y , z ) d s  = Я  f ( x . y ( = .x ) .= ) ^ 7 y ' z2( z . x h  y'x(z,x)dzdx
(S) (O)

19.1-misoL U shbu
J  = \ \ ( x  +  y  + =)ds 

(s)
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integral h isoblansin .

B unda ( s ) - x 2 + У  + z 2 = r 2 sferan ing  r  =  0  tek islikn ing  yuqorisida  
joy lashgan  qism i.

4  R avshanki, (5 )  sirt

z  =  J r 2 - x 2 - y 2

teng lam a b ilan  aniqlangan b o ’lib, bu sirtda  berilgan  f ( x , y , : ) = x  + y + -  funksiya 
uzluksizdir. 1-teorem aga k o ’ra

J =  j j (x  + y  + J r 2 - x 2 - y 2 l / l  + .-'x2(x ,y )+  - ;2 (x ,y)dxdy  
(/))

b o ’Iadi, bunda ( D ) =  |j r ,> ') e  Д 2 : x 2 + y 2 < r 2}.

Endi bu teng likn ing  o ’ng tom onidag i ikki karrali integralni h isoblaym iz:

4 Ы = -

^ ( x , y ) + Z* ( X, y )  =  T r L r ,
\ r  - X

D em ak.

J  =  f j ( x  +  ^  + ylr2 - x 2 - y 2 \ [ \  +  z '2(x ,y )+  z '2{x,y)ckcfy =
( n )

Х +  Д'

l ^ 7 + ,r
Keying! in tegralda  o ’zgaruvch ilam i alm ashtiram iz: 

x  = p c o s (p ,  y  =  p s in (p .
N atijada

/^ (c o s^  + .wVip)2,f, 
У = J 

0

2 я  f  r

1Д
+ 1

\ ' In
pc/p <J(p = r \

0 I; V 7 v
f |  P  d p  r

+ r J  J/7^/7 =  /• I {cos(p + sin<p)d(p\- T = =  -t- r • 2л- • —  =  л т3.
о Vo У о o \ r ~  - р^  2

D em ak, berilgan  integral

Я(дг +  ̂  +  ^  =  л г 3
(s)

b o ’Iadi. ►
19.2-misol. U shbu

\ \ x ( y  +  z)ds
(s)

integral h isob lansin , bunda  ( s ) - x = yfe2 - y 2 s ilindrik  sirtn ing  z =  0 ,  z  =  c

(c > O) tek islik la r o rasidagi qism i.
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4  Modomiki, bu (S) sirt x  = л/е2 - у 2 ko’rinishda berilgan ekan, unda 
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

| f  f ( x , y , z ) d s  = | j  f ( x ( y ,  r), y ,z )^ ]  +  x'y2(y , z )+  x'z2(y ,z )d yd z .
(x) (o)

Bunda (D ) soha (S) sirtning Qyz tekislikdagi proeksiyasidan iborat:

(/))=|y,z)e/?2 :x = yje2 - y 2 ,z = 0, z = c}=
= . '- e  < ^  < 6 , 0 < - < с }

x = -Je2 - у 2 funksiyaning xususiy hosilalari

^ C v . - ) = -  г - / -  < C v - r ) = o
Vе

bo’Iadi. Demak,

Я / ( * , > ' , = j |V 6,2 - / O ' + z ) J l + /  2 dydz  = e | f ( ^  + - ) 4 '^
(.S') (O) V 6  (O)

bo’Iadi. Bu tenglikning o 'n g  tom onidagi ikki karrali integralni hisoblab topamiz:
\  « /  _2 Mz=1'

e | |G '  + -V y a'r  = e J { (v  +  z ) ^  rfy = e f
(D) -вЧ.0 /  -«

v-- + dy

= e \
с

cy + —  
2

, в С  2 |e  вС i«q y  =  —  v +  у  = '
2 I-в 2 "

Demak,

f | ^ ( y  + z)ds  = e 2c 2 . ► 

(5)

2-§. Ikkinchi tur sirt integrailari
fazoda z =  z (x ,y ) tenglama bilan aniqlangan ( s )  sirtni qaraylik. Bunda 

r(x ,y )  funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lgan (d ) sohada 

( ( d ) с  /?2) berilgan, uzluksiz, z'x.(x ,y ) ,  z'y {x ,y )  xususiy hosilalarga ega hamda bu

hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir 
(x0,y 0,- 0) nuqtasida urinma tekislikka ega bo’Iadi.

Endi (.S') sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan К  yopiq chiziqni olaylik. 
(x0,y 0,z0) nuqta sirtning К  yopiq chiziq bilan chegaralangan qismga tegishli 
bo’lsin. Bu chiziqni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. N atijada Oxy tekislikda 
ham K n yopiq chiziq hosil bo ’Iadi. M azkur kursning 18-bob, 2-§ ida tekislikdagi 
yopiq chiziqning musbat va manfiy yo ’nalishlari kiritilgan edi. (S’) sirtdagi yopiq 
chiziqning musbat va manfiy yo’nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham 
aytish kerakki, y o ’nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan 
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog’liq.
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Sirtning (х0,у 0,2 0) nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikulyar 
o ’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo’nalishi deb shunday y o ’nalish 
olamizki, uning tomonidan qaralganda ikkala ( К  hamda K n ) yopiq chiziqlarning 
yo’nalishlari musbat bo’Iadi. Uning manfiy yo’nalishi esa shunday y o ’nalishki, u 
tomondan qaralganda Kn ning musbat yo’nalishiga К ning manfiy y o ’nalishi mos 
keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bo’yicha olingan birlik kesma 
sirtning (xq.j/q.Zo) nuqtasidagi normal! deyiladi.

N ormalning O x, Oy va Oz  o ’qlarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil 
qilgan burchaklarini mos ravishda a . f i j  orqali belgilasak,

bo’Iadi va ular normalning y o ’naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
Isbotlash mumkinki, silliq (.S’) sirtning barcha nuqtalaridagi perpcndikuiyar- 

laming musbat yo’nalishlari (normallari) bir xil bo'Iadi. Va, demak, manfiy yo ’na
lishlari ham. Shunga ko’ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha kiritiladi.

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan 
qaralganda ikkala ( K  hamda K n ) yopiq chiziqlarning yo’nalishlari musbat 

bo’Iadi.
Sirtning ustki tomoni qaralganda K n bilan chegaralangan tekis shaklning 

yuzi musbat ishora bilan. pastki tomoni (ikkinchi tom oni) qaralganda manfiy 
ishora bilan olinadi.

/. Ikkinchi tur sirt integralining ta'rifi. f { x , y , z )  funksiya (5 ) sirtda beril
gan bo 'lsin . Bu sirtning m a'lum  bir tomonini olaylik. Sirtning P bo’laklashini va
bu bo’laklashning har bir (S^) bo 'lagida {k = 1,2 n ) ixtiyoriy { t k,rik,Gk) nuqta

(* = 1,2 n)  olaylik. Berilgan funksiyaning (^к ,Пк ^ к ) nuqtadagi f { ^ k ,Tjk X k )
qiymatini (5A) ning Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D*) ning yuziga ko’paytirib 
quyidagi yig’indini tuzamiz:

ketma-ketlik nolga intilsin: -> 0 .  Bunday Pm (/и =  1,2,...) bo'laklashlarga

nisbatan f ( x , y , z )  funksiyaning integral yig’indilarini tuzamiz. N atijada (S) 
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar y ig 'indilar qiymatlaridan iborat 
quyidagi

Oj- °"2................. -
ketma-ketlik hosil bo'Iadi.

cos a cosy cosy - (19.7)

(19.8)

(5 ) sirtning shunday

Po Рг  P..
bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan

Лр1,Лр1,...,АРт,...

(19.9)
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5-ta'rif. Agar (5) sirtning har qanday (19.9) bo’laklashlari ketma-ketligi [Pm} 
olinganda ham, unga mos integrallar y ig ’indilari qiymatlaridan iborat {crm} ketma- 

ketlik, (^k,i]k,Ck) nuqtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma 
vaqt bitta J  songa intilsa, bu J  <t y ig ’indining limiti deb ataladi va u

lim a  = lim = 7  (19.10)
Л,, ->0 Л,.

kabi belgilanadi.
Integral y ig ’indining limitini quyidagicha ham ta ’riflash mumkin.
6-ta'rif. Agar V s > 0 olinganda ham, shunday £ > 0  topilsaki, (s)  sirtning 

diametri ЛР < 6  bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (Sk) bo'lakdan 

olingan ixtiyoriy {^k,T)kX k) lar uchun

\ < 7 - J \ < e

tengsizlik bajarilsa, J  soni о  y ig ’indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi 
belgilanadi.

7-ta’rif. Agar Л,, -> 0  da f ( x , y , z )  funksiyaning integral yig’indisi cr chekli 

lim itga ega bo’lsa, f ( x , y , z )  funksiya (51) sirtning tanlangan tomon bo’yicha 
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu y ig ’indining chekli limiti J  esa, 
f { x , y . z )  funksiyaning (S') sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt 
integrali deb ataladi va u

\ \ f { x . y , z ) d x d y
(s)

kabi belgilanadi. Demak,

Funksiya ikkinchi tu r sirt integralining quyidagicha
\ \ f ( x , y . z ) d x y  (19.11)
(S)

belgilanishidan, integral {S)  sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi 
ko’rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to ’g ’risida gap borganda, har gal integral 
sirtning qaysi tomon bo 'y icha olinayotganligi aytib boriladi.

Ravshanki, f { x , y , z )  funksiyaning (.S') sirtning bir tomoni bo’yicha olingan 
ikkinchi tu r sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha 
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi.

Yuqoridagidek
\ \ f ( x , y , z ) d y d z ,  \ \ f ( x , y , z ) d z d x  
(*) (v)

ikkinchi tu r sirt integrailari ta ’riflanadi.
Shunday qilib, sirtda berilgan f { x , y , z )  funksiyadan uchta -Oxy  tekislikdagi 

proeksiyalar, Oyz tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar 
vositasida olingan ikkinchi tu r sirt integrali tushunchalari kiritiladi.
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Umumiy holda, (5 ) sirtda P (x ,y ,z ) ,  Q (x ,y .z ) ,  R (x ,y ,z )  funksiyalar 
berilgan bo’lib, ushbu

j fP (x ,y ,z )d x d y ,  j jQ (x ,y .z )d yd= ,  j j  R(x.y.z)dzdx  
(.v) (.V) (.v)

integrallar mavjud bo'lsa, u holda
Я  H x ,y . z ) d x d y + j jo ( x, у, :)dy± + j j  R(x,y,z)dzdx  
(S) <*> (A)

y ig ’indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko’rinishi deb ataladi va u 
Я  P{x .y ,z )dxdy-\Q (x ,y ,z )dydz+  R{x,y,z)dzdx  
(a )

kabi belgilanadi. Demak,
Я  P{x-y.-)dxdy  + Я  Q {x,y ,z )dydz  + Я  P(.x,y, z)dzdx =
( s )  (a) (s )

=  Я  P{x,y ,z)dxdy ->rO(x,y,z)dydz + R (x ,y ,z )d zd x .
(A)

Endi R' fazoda biror (f’) jism  berilgan bo’lsin. Bu qismni o ’rab turgan yopiq 
sirt silliq sirt bo’lib, uni (5 ) deylik. f ( x , y , z )  funksiya (lz) da berilgan. Oxy 
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan (lz ) ni ikki qism ga ajratamiz: 
(v)= (E |)+ (E 2). N atijada uni o ’rab turgan (5 ) sirt ham (5 j) va (52) sirtlarga 
ajraladi. Ushbu

\ \ f { x - y . z ) d x d y +  \ \ f { x , y , z ) d x d y  (19.12)
(A,) (Aj)

integral (agar u mavjud bo’lsa) f ( x , y , z )  funksiyaning yopiq sirt bo’yicha 
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va

f t f ( x , y , z ) d x d y
(A)

kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral (,Sj) sirtning ustki 
tom oni, ikkinchi integral esa (S2) sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi 
shunga o ’xshash

$ f ( x , y , z ) d y d z ,  f t f ( x .y , z ) d z d x
(A) (A)

hamda, umumiy holda
Я  P(x,y ,z)dxdy  + Q (x,y ,z)dydz  + R{x,y.z)dzdx
(A)

integrallar ta'riflanadi.

2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integrali. Faraz qilaylik, /?3 fazoda (S) 
sirt z  = z (x ,y )  tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda z  = z (x ,y )  funksiya 

chegaralangan yopiq (/)) sohada ((D )с  /?2) uzluksiz va z[.(x,y), :'y (x ,y )  

xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D ) da uzluksiz.
2-teorema. Agar f ( x , y , z )  funksiya ( s )  sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning (5 ) sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali



\ \ f ( x , y , z ) d x d y
(s)

m avjud va

j j  f ( x ,y ,z )d x d y  = \ \ f { x ,y , z { x ,y ) )d x d y
(■v) ( o )

b o ’Iadi.
< (S)  sirtning Ps bo'laklashini olaylik. Uning bo’laklari (S j), (S2), ,(S„) 

bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining O.ry tekislikdagi proeksiyasi (D ) ning PD 
bo’laklashini va uning (D ,), (D 2 (D„) bo’laklarini hosil qiladi. Ps 
bo'laklashga nisbatan ushbu y ig ’indini tuzamiz:

(19.8)
*  =  l

Agar (.S') sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo ’lsa, u holda barcha Dk lar 
musbat bo ’Iadi.

M odomiki, f ( x , y . z )  funksiya z  = z ( x ,y )  sirtda berilgan ekan, u x va 
o ’zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

f { x . y . z ) = f ( x . y , z ( x , y D .
Bundan esa

-7.) (* =  1.2, .»)
b o ’lishi kelib chiqadi. Natijada ( 19.8) y ig ’indi ushbu

A=1

ko'rinishga keladi. Bu y ig ’indi f ( x , y , z ( x , y ) )  funksiyaning integral y ig ’indisi 
(ikki karrali integral uchun integral y ig ’indi) ekanini payqash qiyin emas. Agar 
/(x .y .z^ x .y^ )  funksiyaning (D ) da uzluksiz ekanligini e ’tiborga olsak, unda 

—> 0 da

ЪА$к'ПкА$к-Пк)У\
*=i

yig’indi chekli limitga ega va

. Ч т  Z / f e .Пк ■ - f e • 4ki P k  =  Я  А Х ' У ' - { Х - У ) ^ У
1Ъ  А =1 (л)

bo’Iadi. Demak.

lim a  = lim Т /^к .П кХ кР к  =
Я ^-> ° - >0A=I

=  J i n  Z / ( 4  -'7a • - ( s a  .'7* )У Л  =  Я f { x . y , = { x , y ) ) i x d ) r
* ib -* °k = \ (л )

Bundan esa
\ l f ( * . y , z } l x d y = I S f ( x , y , z ( x . y ) p c d y  
(s) (D)

bo’lishi kelib chiqadi. ►
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Agar (S') sirtning pastki tomoni qaraisa. unda Dk lar manfiy bo 'lib ,

Я  f { x - y -= )b d y  =  - f l  f { x .y . : ( x ,y ) ) J x d y
(s) ( o )

bo’Iadi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda

J { / ( x , ] \f(x .y .:y b d x
(V) (S)

integrallar mavjud va

Я Л х’У'=)rJy± = Я =)>y-=h'd=,
(.V) (D)

Я /( х .у .- -к -^ =  Я /(х .у (х .2 ) ,.-к -^
(5) (О)

bo’Iadi.
l-natija. Yasovchiiari Oz o ’qiga parallel bo’lgan ( s )  silindrik sirtni qaraylik. 

f ( x , y , z )  funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda

\ j f ( x , y , z ) d x d y
(s)

mavjud bo’Iadi va u nolga teng:
\ \ / { x . y . : ) d x d y  = 0 .
(v)

Xuddi shunga o ’xshash, tegishli shartlarda
\ \ f(x .y .z)dydz = 0, \\f{x ,y ,z)dzdx  = 0
(s) (5)

bo’Iadi.
Bu tengliklai- bevosita ikkinchi tur sirt integrailari ta ’rifidan kelib chiqadi. 
Y uqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrailari ham 

ikki karrali Riman integrailari xossalari kabi xossalarga ega bo’lishini ko ’rsatish 
va ularni keltirib chiqarishni o ’quvchiga havola etamiz.

Л. Ikkinchi tur sir! integrallar ini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan 
foydalanib ikkinchi tur sirt integrailari ikki karrali Riman integrallariga keltirib 
hisoblanadi:

\ \ f ( x , y , : ) d x d y  =  JJ/ ( д г , . у , г ( х , > - ) > Ы у  >
(s) (»)
J J  f ( x . y , : ) d y ±  =  \ \  f { x (y ,z ) ,y ,z )d yd z  ,
(•$) («)
JJ f ( x .y .z )d zd x  =  JJ f ( x .y (z .x ) . z )d zd x  .
(s) (/>)

19.3-misoi Ushbu

Я [ ^ Т + ^T + A:zV £/>'(v)Va 6 J 
x 2 y 2 -r2

integral hisoblansin. Bunda (S’) — j  + -̂T + z -r = \ ellipsoidning r  = 0 tekislikdan
а" в с

pastda joylashgan qism bo’lib, integral shu sirtning pastki tomon bo’yicha olingan.
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4  R avshanki. bu (5 )  sirtn ing  teng lam asi quyidag icha  b o ’lib.

- = - , „ - 4-4
uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

(У )= |(х .> - ) е /г 2 .- ^  + ^ - < 1

bo'Iadi.
(.S') sirt ham, bu sirtda berilgan

x 2 y2f ( X, y , ; )  = ^  + ̂  + k: 
а  в

funksiya ham 2-teorem aning shartlarini qanoatlantiradi. U holda
. 2

a  в
dxdy = - \ \

(d
2 - N 1  2 2в V а  в

dxdy

bo'Iadi. Integral (S ) sirtning pastki tomoni bo ’yicha olinganligi sababli 
tenglikning o ’ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo’yildi. 

lindi bu
'  . 2

ы , - 4 4 - 4 - 4а  в а в
dxdy

(d \ u  «  \  U  (S j  (o

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karrali integralda o ’zgaruvchilarni 
x = a pco s(p ,  y  =  epsin(p  

kabi almashtirib quyidagini topamiz:
. 2

a в
dxdy=  j \(kc j i ^ p 2 - p 2)aepdp d<p =

=  ш  j j ( k c p ^ - p 2 - p 2]dp
Lo

1 = Imie
kc 11-/9 = 2ж ,в[-1 +4 '

Demak,

(s )\a 6
4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrailari orasida bog ’lattish. Biz 18-bob- 

ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog’lanishni 
ifodalaydigan formulalami keltirgan edik.

Shunga o ’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrailari orasidagi 
bog'lanishni ifodalovchi f'ormulalar ham mavjud.

(S)  sirt va unda berilgan f ( x , y , z )  va P (x ,y ,z ) ,  Q (x ,y ,z ) ,  p (x ,y , z )  
funksiyalar tegishli shartlam i qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu 

j j  f ( x ,y , z )d y d z  -  f f f ( x , y , z ) c o s a d s ,
(s) (s)
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\ \  f { x , у , z ) d z d x = \ \  f ( x ,y , z ) c o s ( M s ,  (19.13)
(s) (s)
\ \ f ( x ,y ,z )d x d y  = \ \ f (x .y ,z )c o s y d s
Is) (.v)

umumiy holda
JJ P(x,y,z)dydz  + 0 {x ,y ,z )d zdx  + R(x,y,z)dxdy  =
(v)
= \ \ [ P { x ,y , z ) c o s a  + 0 { x . v , z ) c o s (3 + R (x ,y ,z )co sy \ i s

(.V)

formulalarning to ’g ’riligini isbotlashni o 'quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoks formulas!
R' fazoda z = r(x,.y) tenglama bilan aniqlangan silliq (.S') sirt berilgan 

bo’lsin. Bu sirtning chegarasi dS  bo’lakli-silliq egri chiziq bo’lsin. (5 ) sirtning 
Oxy  tekislikdagi proeksiyasi ni (d ) deylik. Unda dS  ning proeksiyasi dD  dan 
iborat bo’Iadi.

Faraz qilaylik, (S) sirtda P (x ,y ,z )  funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz 
bo’lsin. Undan tashqari bu funksiya (S’) da

d P jx .y .z )  d P (x ,y ,z )  d P (x ,y ,z )
dx dy Sz

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo'lsin.
Ushbu

S H x .y , - )J x
as

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar dS  chiziqning 
(S) sirtda yotishini e ’tiborga olsak, u holda

1 Қ х .у .: } Ь =  \P ( x ,y , i ( x ,y ) \ k
PS PS

bo’Iadi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:

j p ( x . y 4 x . y ) } k  = - l l a^ - yf x y K dy
dt) (D) dy

Ravshanki, P (x ,y ,z (x ,y ) )  funksiyaning у  o ’zgaruvchi bo 'y icha xususiy 
hosilasi

d P (x .y .z (x ,y ) )  dP(x ,y , z { x ,у )) x

dy dz " A 'y )
bo’Iadi.

Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan 
, Z X cos/}

- , V . y ) = ----------co sy
b o ’lishini e ’tibo rga  o lsak .
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a/>U у ,_-(*,>.)) + ар(дг,у,.-(х,у )) {x у '
ду д:

= Я
(/>)L

t/xd'y = 

dxdy
d P (x ,y ,z (x ,y ) )  (У(дг, v .r^v.j')) cosf^ 

dy dz cosy
bo’Iadi.

N atijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo’lamiz: 
dP{x,y . z { x , y )) dP (x ,y ,z (x ,y ) )  cos/}  

dy
\P { x ,y ,z )d x  = - \ \  

(У
r/xi/y (19.14)

OS ( D t  ЧУ &  C O j-y  J

2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o ’ng tomonidagi ikki 
karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz: 

dP (x .y .z (x ,y ) )  _  dP (x ,y ,z {x .y ) )  co j/7  
ay

= я
(S)

dz co sy

d P (x ,y ,z )  d P (x ,y ,z )  cos p  
dy dz cos у

dxdy =

dxdy.

Bu tenglikning o ’ng tom onidagi ikkinchi tur sirt integral ini, (19.13) 
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:

d P jx .y .z )  _  dP jx .y . z )  c o s p V ^  = 
dy dz c o sy  J

( s i  &  co sy  J
(19.15)

r c d p (x ,y ,z )  r r d P (x ,y ,: )
= — ^— -cos>d!s- — I— ' — 'c o s / id s .

is1) dy 11 '($ ) cb

Va nihoyat, у an a (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz:
l s a p ( ^ cos>ds=

(S) ^  (-V) Л 'dy

d P ( x . y , = ) _ ^ _  c c d P ^ z ) ,

dy

Ь
a .

Г /9 ./6 ;
dzdx\ \ - ^ - c o s p d s = \ \

( S )  t o  (S )
(19.14), (19.15) v a (  19.16) munosabatlardan

J />(,,
as (s)

bo’lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunday mulohaza asosida (6’) sirt va unda berilgan 

R (x .y ,z )  funksiyalar tegishli shartlam i bajarganda ushbu

d: dy
dxdy (19.17)

\Q {x ,y ,= y iy  = \ \
OS (S)

dx a.-

[й(х|У..-Уг = г г М £ ^ £ ) ^ . - М ^ ) АА
q y  Эх

(19.18)

(■v)
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formulalarning o ’rinli bo’lishi ko’rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalami hadlab 
qo’shib quyidagini topamiz:

J  P(x ,y ,z ) ix  +Q(x , y , z)dy  +  R(x,y ,z)dz  =

= <{\dQ(x y-=)
(j)L dx

_  SQjx . y . z )
dz

dydz +

dP {x ,y ,z )

dP(x,y,  = ) dR (x .y .z )

(19.19)

dzdx

Bu Stoks formulas! deb ataladi.
2-natija. M azkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulas! Stoks formulasi- 

ning xususiy holidir. Haqiqatdan ham (19.19) Stoks formulasida (.S') sirt sifatida 
Oxy tekislikdagi (d ) soha olinsa. unda z = 0 bo 'lib , (19.19) formuladan

dQ jx . y )  dP(x , y )
d x dy

dxdy}  P(x. y)dx- vO(x . y)dy  =  jj"
f lO ( o )

bo’lishi kelib chiqadi. Bu Grin formulasidir.
Shunday qilib, Stoks formulasi (5 ) sirt bo’yicha olingan 11-tur sirt integrali 

bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integralni bog’lovchi 
formuladir.

4-§. Ostrogradskiy formulasi 
fazoda pastdan r  = < P \{ x ,y )  tenglama bilan aniqlangan silliq (5 ,) sirt 

bilan. yuqoridan z  = <p2(x ,y )  tenglama yordam ida aniqlangan silliq (S2) sirt bilan. 
yon tomondan esa yasovchiiari Oz o ’qiga parallel b o ’lgan silindrik (S3) sirt bilan 
chegaralangan (lr) sohani (jismni) qaraylik. Uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi 
(D ) bo’lib. bu (D ) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning 
yo'naltiruvchisi sifatida olinadi. (̂ >l(x ,y )< ^ )2(x ,y )  ( x ,y ) e ( o ) )  (64-chizma).

64-chizma
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Faraz qilaylik, (F ) da R (x,y .z )  funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin. 
Bundan tashqari bu funksiya shu sohada

dR{x ,y ,= )

d:
xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.

Ravshanki, bu holda

(И dr
mavjud bo'Iadi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra

( V )  d =  d:
dxdy (19.20)

bo’Iadi.
Agar

\  = R(x,y,<p2(x.y))-R{x,y,<Pi(x,y))
<рЛ*-у )

bo’lishini e ’tiborga olsak, u holda

f |  J  dxdy= j f  R{x,y,<p2{x,y))dxdy- J j  R ^ . y ^ x . y ^ d y  (19.21)
0 2  J  ( d )  (D)

bo’Iadi. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi 
formulalardan foydalanib, sirt integrailari orqali yozamiz:

J J  R(x,y.(p2{x,y))dxdy = JJ R{x,y,z)dxdy, 

(19 22) 
JJ R{x,y,<pXx.y))dxdy= JJ R{x,y,z)dxdy.
( « )  (S . )

Keltirilgan tengliklardagi sirt integrailari sirtning ustki tomoni bo'yicha 
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

fJJ dR(X'y '^dxdydz  = JJ R{x.y. z\lxdy  + JJ R{x,y, z)dxdy. (19.23)
(П *  (s2) ($,)

Bu tenglikning o 'n g  tomonidagi ikkinchi integral (S ,) sirtning pastki tomoni 
bo 'y icha olingan.

(S3) sirt yasovchiiari Oz o 'q iga parallel bo’lgan silindrik sirt bo'lganligidan 

jjR (x .y ,z} lx d y  = 0 (19.24)

bo'Iadi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

\ l R ( x ,y ,: y b d y  +
(И ^  №) (S2)

+ JJ R{x,y,z)dxdy = Я  R{x.y.z)dxdy 
(s,) (s)

bo’lishi kelib chiqadi. Bunda (S ) - (F ')  jism ni o ’rab turuvchi sirt.
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Dem ak,

\ \ \ dR̂ y '^ d xd yd := \ \R (x ,y ,z )c lxd y ’ (19.25)
(и ) *  (.V)

Xuddi shu yo’l bilan, (v )  hamda P(x ,y ,z ) ,  Q(x,y ,z)  lar tegishli shartlami 

qanoatlantirganda quyidagi

Ш  —^~~~^dxdydz  = ff  p (x ,y , z )d y d z , (19.26)
(И  ^  (.v)

[fj d-^ X'y- - - dxdydz  = f fQ (x ,y ,z )d zd x  (19.27)
(И ^  (s)

formulalarning to ’g ’riligi isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo’shib q uy idagi- 

I ami topamiz:

ffffdp^ + ^ ' - y ^ + ^ y - zh c d y d z =
(J) I  dy dz Г

=  Ц  P (x,y ,z)dydz  + Q (x.y ,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy.
(s)

Bu formula Ostrogradskiy formulasi deb ataladi.

Mashqlar
19.4. Ushbu _

\ \ [ y  + z  +  J a 2 + x 2 \ls
(s)

integral hisoblansin, bunda (S)  sirt quyidagi

x = a 2 - y 2 - z 2
paraboloidning Oyz  tckisligi bilan kesishishidan hosil bo’lgan sirtning 

tashqi qismi.
/9.5. Sirtning yuzi

M i *
(s)

formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu

x 2 + y 2 = R ■ x
silindming

x 2 + y 2 + z 2 = R2 
sfera ichida joylashgan qism ining yuzi topilsin.
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20-B O B

F u r y e  q a t o r l a r i

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni ulardan soddaroq 
bo'lgan funksiyalar orqali ifodalash m asalalariga bir necha marta duch keldik va 
ularni o 'rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri -  funksiyalarni darajali 
qatorlarga yoyishdan iborat bo 'lib , u mazkur kursning 14-bobida batafsil 
o 'rganildi.

A gar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, tabiiyki ularni 
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo'Iadi. Har bir hadi sodda 
davriy funksiyalar bo’lgan funksional qatorlarni o ’rganish murakkab davriy 
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda 
muhim rol o'ynaydi.

l-§. B a ’zi muhim tushunchular
/". Funksiyalarni davriy davom ettirish. f ( x )  funksiya (a. в] yarim interval- 

da berilgan bo'lsin. Bu funksiya yordam ida quyidagi

/ *  ( x )  =  / ( x  - ( в -  a)m), x  g  ( я  +  т(б - а ) . в  + т(в -  я ) ]

(/и = 0, ±  1, ±  2,...) (20.1)

funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi /* ( х )  funksiya (-oo,+oo) oraliqda berilgan 
va davriy funksiya bo’Iadi. Uning davri T0 = e - a  ga teng. Bajarilgan bu 
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

M asalan, ( - 1 .2 ]  oraliqda berilgan f ( x ) = x 2 funksiyani davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.

v

3 -2 -1 0 1 2 3 5 x
65-chizma

Agarda berilgan / ( x )  funksiya ( я  , e  ]  da uzluksiz funksiya bo 'lsa va 
/ ( a  +  O) =  lim  / ( л ) =  / ( e )  ,

deyilsa, u holda davom cttirilgan / '( * )  funksiya (-oo,+oo) da uzluksiz bo’Iadi.
f(x)  funksiya [я .в ) yarim  intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davom 

ettirish ham yuqoridagi singari bajariladi:

/ ( x )  =  / ( x  - ( в  -  a)m),  x  G [я +  т(в - а ) . е  +  т(б -  я)) (m  =  0, ±  1. ±  2 , . . . )  

Agarda /(x )  funksiya (a, в)  da berilgan bo’lsa, uni
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Х=(— со,+со)\{д + т(в - a):m = 0, i  1....} to’plamga davriy davom ettirish 
mumkin:

f ’(x)= / ( x - ( e - a ) m ) ,  xe (a  + m(e -a),e + m(e -  a)) (ni = 0, ± 1, ±2,...)
Izoh. f(x) funksiya [a,в] da berilgan bo'lsa, uni ( - oo,+co) ga umuman 

aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:

/  (x) = f ( x  - ( e - a ) m ) ,  x e  (a + (в -  a)m. e + ( e -  a)m ],

/ ” (х)=  / ( x  - ( в -  a)m), x e  [a 4 (e -  a)m, e + ( e -  a)m)
(m =  0, ±1, ± 2 ,.. .) .

/-lemma. f(x)  funksiya (a,e] oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. U holda f{x) 
ni ( -oc.+co) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan f '(x )  funksiya ixtiyoriy 
(a, a  + ( e -  a)] da integrallanuvchi bo'Iadi va

° ' \ h x ) d x  = j f ( x )d x  n

formula o ’rinli bo’Iadi.

< Shartga ko’ra /(x ) funksiya (a, в] da integrallanuvchi, /* (x )  
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (a ,a  + (e -a ) \  (V a e  /?) 
da integrallanuvchi bo'lishini topamiz.

Intcgralning xossasiga ko'ra
e + ( e - o )  а в  a + (« -a )

\  f ' (x )dx  = \ f ' ( x ) d x  + \ f ‘(x)dx+ \ f ( x ) d x  (20.2)
а  а  а в

bo’Iadi. Ravshanki, Vx e  ( a ,«] uchun f'(x)= f(x). Demak,

\ f ‘(x)dx = \ f (x )dx .

Endi
O I («-•«)

! / ■ ( *

integralda x = у + { e - a )  almashtirishni bajaramiz:

}/" {*)& = )/*  O' + (e -  a))dy = \ f [y )dy  = -  J /* (y)dy.

Natijada (20.2) tenglik ushbu
a+(«-o) e

J / ’ (x>fa =  j / ( x ) A
a a

ko’rinishga keladi>
Bu lemmadagi (*) formula sodda geomctrik ma’noga ega. U 66-chizma 

shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi.



а О

66-chizma
2°. Garmonikalar. Ushbu

f i x } — Asin(coc + p )  (20.3)
funksiyani ko’raylik, bunda A, a, f t  o ’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib,

2тг
uning asosiy davri T = —  ga tengdir. Haqiqatdan ham, 

a
2кҲ  

x + —  
af = A sin a = A ̂ [( tz v  + p )+ 2n\=  A sin(ax + ft) = f ( x ) .

2яЛ 
x  + —  

a
Bn

f (x )=  Asin(cn + fl) 
funksiya garmonika deb ataladi.

Berilgan
f (x )= A sin (ax  + p )

garmonikaning grafigi, y  = sinx  funksiya grafigini Ox va Oy o’qlar bo’yicha 
siqish (cho’zish) hamda Ox o'qi bo’yicha surish natijasida hosil bo’Iadi. Masalan,

f (x )= 2sin (2x  + \)
garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada 
tasvirlangan.
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у  = sin 2х

у  =  sin{lx  + 1)

y  = 2sin(2x + \)
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Trigonom etriyadan m a’lum bo'lgan formuladan foydalanib garmonikani 
quyidagicha yozish mumkun:

ko’rinishga keladi.
3". Bo'lakli-uzluksizlik va b o ’lakli-differensiallanuvchilik. f { x )  funksiya 

[a, e\  oraliqda berilgan bo’lsin.

bo’laklarga ajralish mumkin bo ’lsaki,
([ ti,e ]= k ,o 1]u[o l,a2]u ...u [o n_l,a„]) 

har bir (ak ,ak t \) (A =  0 ,1 ,.. . ,л - 1) da f ( x )  funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda 

x = a k nuqtalarda chekli o ’ng f ( a k + 0 )  (A = (0 ,1,..., л -  l) )  va chap f ( a k - O)
(A = (О. I л - 1)) lim itlarga ega bo’lsa, u holda f ( x )  funksiya \a, e] da bo'lakli-

uzluksiz deb ataladi.
Masalan, ushbu

f { x ) =  A sin{ax + ( i )=  A(cos ax sin /? + sin ax cos f t )
Agar

Asin P  = a  , A cos [3 = 6 
deb belgilasak, unda garm onika ushbu

fix') = a cos ax  + esinax

A gar [a, g ] oraliqni shunday

x 3, agar  0 < x < 1 bo'lsa, 

/ ( x ) =  ]0 , agar x  = 1 bo'lsa, 

-  x, agar  1 < x < 2 bo'lsa 

funksiya [O, 2] oraliqda bo 'lakli-uzluksizdir (68-chizma).

У

(I

68-chizma
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Agar / ( . r )  funksiya ( -  oo.+oo) da berilgan bo’lib. uning istalgan chekli [« ,/? ] 
qismida ([nr,/ ? ] с  ( - оо.-кю)) bo'lakli-uzluksiz bo 'lsa, u holda / ( x )  funksiya 
(-co.+oo) da bo'lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, / ( x )  funksiya (o ,c ]  da berilgan va bo'lakli-uzluksiz bo 'lsin . Bu 

funksiyani (-co.+oo) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan /* ( x )  funksiya 
( -  oo.+oo) da bo’lakli-uzluksiz bo’Iadi.

Masalan / ( x )  = x ( х е ( - ; г л ] )  funksiyani ( - 0 0 ,+0 0 ) ga davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

-  я

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.
/ ( x )  funksiya [a, в] da berilgan bo’lsin.

Agar [n .s] oraliqni [a .e ]= [fl0,o l ] u [ o 1.a 2] u . . .u [ a „ _ |l a w) b o ’ladigan 

shunday [a0. c ,И 0 ! ^ !  (ao =  fl- a„ = e ) bo’laklarga ajratish mumkin
bo’lsaki, har bir da (A = 0,1 z i - l )  funksiya differensiallanuvchi

bo’lsa hamda x = ak nuqtalarda chekli o ’ng /  (at + O) (k = 0 ,l , . . . ,n - l)  va chap 

f  (a k -O ) (k =  0, l , . . . , n - l )  hosilalarga ega bo’lsa, u holda / ( x )  funksiya [o, e] 
da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, ushbu

x 2 , agar 0 5 x < 1 b Isa,

/ ( x )  = <! 2 - x , agar 1 < x < 2 b Isa, 

x - 2 , agar 2 < x < 3 bo' Isa 

funksiya [O, 3] da bo'lakli-differensiallanuvchi bo'Iadi. (70-chizma)

70-chizm a
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Agar /( .v )  funksiya (-oo.+oo) da berilgan bo 'lib , uning istalgan chekli 

[« ,/?] ( [a ,/? ]с  ( - 0 0 ,+0 0 )) qismida bo'lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 

f ( x )  funksiya ( -  co,+oc) da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

f(x) funksiya (u ,e ]  da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi b o ’lsa, uni 

( - oo ,+ q o ) ga davriy davom ettirishdan hosil bo 'lgan /  (x) funksiya ( -  co,+co) da 

bo'lakli-differensiallanuvchi bo'Iadi.
f ( x )  funksiya [a, в] da berilgan bo 'lsin . Agar [a, в] oraliqni 

[a,в] = bo’ladigan shunday

(aQ = a , a n = e )  bo 'laklarga ajratish mumkin bo 'lsaki, har bir [ak,a k+i)  da 

(k = 0 ,l,2 ,...,z7-1) funksiya f ' ( x )  hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda 

x = a k nuqtalarda chekli o 'ng  f ' ( a k + O) (k = 0 ,1 ,2 ,...,» - l)  va chap f ' ( a k - 0 )

(k =  0.1,2 n - 1) hosilalarga ega bo 'lsa, u holda f ( x )  funksiya [a, e] da bo’lakli-

silliq deb ataladi.

2-§. Furye qatorining ta ’rifi
l ia r  bir hadi

un(x) = a n cosnx + e„ sinnx (/7 =  0 ,1,2,...) 

garm onikadan iborat ushbu

£70 + X {a„ cos nx + bn sin nx) (20.4)
n = l

funksional qatom i qaraylik.
Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi ай,а],вх,аг,в2,... sonlar 

esa trigonometrik qatom ing koeffitsicntlari deyiladi.
Shunday qilib. trigonometrik qator garchand funksional qator bo’lsa ham 

(uning har bir hadi inuayyan funksiyalar bo’lganligi uchun) o"z koeffitsientlari 
Ао.арв, ,с/2,в2,...,бгя ,en>... lar bilan to ’la aniqlanadi.

(20.4) trigonometrik qatom ing qismiy y ig ’indisi

7 ; ( x ) = a 0 + X  {ak coskx  + ek sinkx)
*=!

trigonom etrik ko 'phad deb ataladi.
/°. Furye qatorining ta'rifi. f { x )  funksiya [ - л -л ]  da berilgan va shu 

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda
f { x ) c o s n x , f ( x ) s in n x  (n = 1 ,2 ,3 ,...) 

funksiyalar ham. ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko'paytm asi sifatida (qaralsin 
I-qism, 9-bob, 7-§) [ - /r , / r ]  da integrallanuvchi bo’Iadi. Bu funksiyalar 
intcgrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgilaylik:
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a Q= ^ \ f ( x ) d x ,

1 Л'
an = — f f(x )cosnxdx

* -n  

1 *
en = — \ f (x )s in n xd x

Х-я
Bu sonlardan foydalanib ushbu

Г20.5;

7~(/, д:) =  —  + £  (<zn cos nx + «„ sinnx)
2 n=i

f20.6;

trigonometrik qatomi tuzamiz.
1-ta'rif. а0,а},Ьх,аг ,в2,... koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniqlangan 

(20.6) trigonometrik qator f ( x )  funksiyaning Furye qatori deb ataladi. 
а0,а\,вх,а2,вг ,... sonlar esa / ( a )  funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori shunday trigonom etrik qatorki. 
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq bo’lib, (20.5) formulalar bilan 
aniqlanadi. Shu sababli (20.6) qatom i (uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
bo'lishidan qat’iy nazar) ushbu belgi bilan quyidagicha yoziladi:

a  ”
/ M ~  T"( / • ■ * ) =  - J *  +  X  {a„cosnx  +  en sinnx).

2 n=i
20.1-misoL Ushbu

f ( x ) = e ax (-л < x  < л  , a  * 0 )  
funksiyaning Furye qatori topilsin.

•4(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topa
m iz:

о =  — f e ^ 'd x  = —  ( e " '  -  e""* ) =  — - s /гаж ,
rr * rtrr n r r

_1
а л

2
а л

I г , I a  cos  nx  + w sin nx
a = — I e cos  m ax -  — ---------e

л л a  +n

l f m . , 1 a s i n n x - Mc os / 7A  .
e „  =  —  ^  s m  nxdx  = -------------------------   r------e

л  Зг л a +

(n = 1,2,3,...)
(qarang, 1-qism, 8-bob. 2-§).

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

I a c o s n x  i  и  sin  m
- (  1Г

2 a
-  s h a n .

л  a  + n

K  ( -  1 Г  ~  j  s h a x ,
л  a  + n

e a‘  -  —  +  Xi i a n c a s  n x  + ®« s ,n  n x )  =
2 ,,, I

2 s h  а л

л

1 -  (-  iy  .
l a  f  ? , а г +  n 2

c o s  n x  -  «  xm  n x

b o ’Iad i.►
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2". Juft va toq funksiyalarning Furye qatorlarL Juft va toq i'unksiyalarning 
Furye qatorlari birm uncha sodda koTinishga cga bo’ladi. Biz quyida ulami 
keltiramiz.

f ( x )  funksiya [ - л -,я ]  da berilgan ju ft funksiya bo’lsin. U shu [-л ,л -]  
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda f ( x ) c o s n x  ju ft funksiya, 
f ( x ) s in n x  (n =  1 ,2 ,3 ,...) esa toq funksiya bo’ladi va ular [ - л , п \  da 
integrallanuvchi bo'ladi.

/(* )  funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

a n = —  f T / ( . t  ) c o s  n x d x  =  — If / ( . v  ) c o s  n x d x  + f'T f { x ) c o s  n x d x  I -
n  *  /Т U“ 'r "  J

= — \ "  f ( x ) c o s  n x d x  («  =  0 ,1 . 2 , 3 ,.. .) ,
л JH ■

в„ =  —  Г  f  (x ) .v m  n x d x  -  — f' f ( x ) s i n  n x d x  + f” f ( x ) s i n  n x d x  |=
я J~n n * 11 J

= — [- J*  f ( x ) s i n  n x d x  + J J / ( x ) s i n  n x d x  ]=  0 ( « = 1 , 2 , 3 , ...).

Demak, juft f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari

a " = “ J," f ( x ) cos m d x  (« = 0 .1 .2 ,.. .)  p H . 7)

вя = 0  (”  = 1 . 2 . 3 , . . )

bo’lib, Furye qatori esa

/ ( ^ )~  T { / , x ) = ~ - + ^ a il cos n x
—I

bo’ladi.
F.ndi f ( x )  funksiya \ - л , л \  da berilgan toq funksiya bo’lsin va u shu [ - /r ./ r ]  

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holda f { x ) c o s n x  toq funksiya, 
f ( x ) s i n n x  (// = 1, 2,.. .) esa ju ft funksiya bo’ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

ti„ = — П / (x )c o s  n x d x  =  — |f °  / ( a  )cos n x d x  + Г f ( x ) c o s  n x d x  1= 
к " к  J0

— [- { ' /(x )co s  n x d x  + £' /(x )co s  n x d x  ]= 0 (« = 0,1,2,...),

= — J* t  f ( x ) s i n  n x d x  =  — [["л J  ( x ) s i n  n x d x  + J J / ( x ) s i n  n x d x  ]=

я

в.

= —  j "  f  ( x )s in  nxdx  (« = 1, 2,...).

Demak. toq / ( л )  funksiyaning Furye koeffitsientlari 
a „ = 0 (« = 0 ,1 ,2 ....)

e„ -  — j * / ( x ) s i n  nxdx (n = 0, 1, 2 ,...)

bo’lib. Furye qatori esa

/ ( * ) '  T { f ; x ) =  f  e„ sin nx
n = l

b o ’ladi.
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2 0.2-mi so L f ( x )  = x 2 ( - л  < x < л )  funksiyaning Furye qatori yozilsin. 
■4 (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye 

koeffitsientlarini topamiz:
2 r* 2 I 2 2

a° = - l o X d x = 3 *  ■

2 r-r 2 _i 2 •> s in n x " 4 .
о , , =  — д: co .s" / t r t t i :  = — д: -------------- x s in  nxdx =

л 10 л  n ПЛ

_4
/77Г

f cos nx T  r* ,
-  x  I + cos nxdx

I  "  I  J°

Demak f ( x ) =  x 2 ju ft funksiyaning Furye qatori ushbu

2  Л2 Д  4 n 2 J  c o s l x  cos  3x
x   + ) ( -  I ) —  COJ nx =  4 COJ-X --------r ---+ ----- ;-----

3 Z72 3 I  2 3

ko’rinishda bo'ladi. ►
20.3-misoL  Ushbu

/ ( x )  = x \ - л  < x < n ]  
toq funksiyaning Fur>e qatori yozilsin.

<  (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient
larini topamiz:

[ x'smnxdx-— — xcoszix] + —  [ c o s  nxdx =
2 * ' п л  о п л  *'

- COS/7X = ( - 1)"*' -  (/7 = 1, 2. 3, ...) 
n n

Demak. / ( x )  = x toq funksiyaning Furye qatori quyidagicha bo’ladi:
,v'*i 2 . f  . s in l x  s in3x )  .

x -  > ( - 1; — sin nx = 21 sin x -----------+  ... ►
m=i я v 2 3 у

3°. [ - / , / ]  oraliqda berilgan fu n ks iya n in g  F urye qa to r i f ( x )  fu n k s iy a  [ - / , / ]

(/ > O) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
Ravshanki. ushbu

( = y x  (20.9)

almashtirish [ - / , / ]  oraliqni [-я -,л -] o ra liq q ao ’tkazadi. Agar

f H = / [ - t ]  = (p(l)
)

deyilsa, <p(/) funksiyani [ - я , я ]  da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu </)(/) funksiyaning Furye qatori quyidagicha 
bo’ladi:

<p(t) ~ Г(<р. /)  =  ^  +  X cos nl +  e„ sin nl)
2 n =i

bunda,
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я „  =  —  Г  (p(t)co.sntdt  ( /7  =  0,1,2,...) , e „  =  —  f  <p(t)sinnldt (n =  1,2,3,...).
л-, -'г 7Г

Yuqoridagi (20.9) tenglikni e ’tiborga olsak, unda
f  л- )  a0 n  n  \

<p\ — x  — -  +  >  a„cos n — x  + e„ sin n —x
I /  )  2 t X  I I J

bo’lib, uning koeffitsientlari esa

<v„ x^jcos n j  xdx (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) ,

в" = \ \ ' - i (p[ j * ) s in n ~ixdx = 12 '3- )

bo’ladi.
Natijada

Л х t?0 Л f  плх .. илаЛx ) -  "2 + C05 “ 7 ~ + e« sm "y" j
ga ega bo’lamiz, bunda

1 r/ -Z X П7ТХ . / л , ^ X
= - L / /( - t)c o 5  — (n = 0.1,2,...),

(20 . 11)

e" (w = , *2.3.—)

(20.10) ning o ’ng tomonidagi trigonom etrik qatorni [ - / , / ]  da berilgan /(л :)  ning 
Furye qatori deyiladi, (20.11) Furye koeffitsientlari deyiladi.

20.4-misoL Ushbu

f ( x ) = e x ( - 1 <  x < l) 
funksiyaning Furye qatori yozilsin.

•4 (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye 
koeffitsientlarini topamiz:
(bunda / = 1)

a0 = \ l xe xdx  = e - e - \

ri , , п7г$\ппл:х+ c o s n x x  ,
a = \ e  cos пяхах = ---------------- ;—;-------- e

1 +  n  71

-—- ( e c o s п л - е ~ '  со $п л)=  ( - 1)" —— ~2—  (n -  1,2,...)
1 +  /7 Л \  +  П  7Г

бп е х s\x\nmdx =
51ПА77ГХ- nncosnnx  

1 + /72̂ 2 1 +  /7 7Г
-I

[enn cos ляг + е 'лтг С0 8 л ^)=

пл cos пл / х лтг(-1)"/ , \ / х„,| е - е " 1 , х
=  ^ = T T ^ v (e  - е ) = ( - 1) 7— T - i / » r  ( /7 = 1 ,2 , . . . )1 +  Л 7 Г  I +  Л 7Г 1 + Л Л Г
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Demak. /(* )=  е ' (-1 < x < l) funksiyaning Furye qatori ushbu

( « - « " I f
e - e A

e ------------ + i
2

ko'rinishda bo’ladi.► 
fzoh. Ushbu

— — r—T cos плх + — —-  п л  sm  пта
1 +  П  71 1 + n V

T { f  ; x)  = a"- + ^  (<7;| cos nx + e„ jw  m  )
2 ,,=i

trigonometrik qatom ing ( - oo.+co) da berilgan 2тг davrli funksiya ekanligini 
ko ’rish qiyin emas:

T { / ; x  + 2 n ) =  T ( j ; x ) .
Agar [-  тг.тг] da berilgan f { x )  funksiyani ( -  oo,+co) ga davriy davom ettirsak 

(qarang, ushbu bobning 1-tj)
/  (a:)= f { x  -  2nm) , x e  (-я + 2пт,л + 2лт) (m = 0, ± 1, ± 2 ,. .) 

u holda, ravshanki, ( -  cc,+co) da

f ' ( x ) ~  t { / ‘ . x ) = ^  +  f  (a„ cosnx + e„ sin nx)
2 , , = i

bo’ladi.

3-§. Lemmalar. DirLxle integrali
Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish shartlarini aniqlash, yuqorida aytib 

o ’tganimizdck, Furye qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal 
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi b ir faktlarni o ’rganamiz.

/°. Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Furye qatorlari nazariyasida 
muhim rol o ’ynaydi.

2-lemma, [a.e] oraliqda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy (p{x) 
funksiya uchun

Jim \J(p{x)sin pxclx = 0, (20.12)

Jim \J(p{x)cos pxclx = 0, (20 13)

bo’ladi.
<  [a. e] oraliqda biror

P = {x0.x,,x2......x„ } ( a  = x0 < x, < x 2 < ... < x„ = e )
bo’laklashni olaylik. Intcgralning xossasiga ko’ra

\'(p{x)sinpxdx = £  (p{x)sinpxdx (20.14)
a k=oXl

bo’ladi. ср{х) funksiya [a, e] da chegaralangan. Demak,
inf{<p{x):x 6  [x*.x*+I ]} {k = 0,1,2 и-l)

mavjud. Uni mk bilan belgilaymiz;
= inf{<p{x\x e  [x*,x*t l )} {k =  0,1,2.....n-\).

Endi (20.14) integralni

304



£  (p(x)sin pxdx = X  j ' '  ' <p{x)sin pxdx =

= X p -1 \(p{x)- mk ]sin pxdx + £ ‘ '' sin pxdx =  5, +  S2
'■ " r< к -:0 *k

(20.15)

ko’rinishda yozib, so ’ngra bar bir

S\ = Z £ 4 " K X) - W* \sinpxdx,
A=0 k

S 2 =
к -0

qo’shiluvchini baholaymiz.
A gar (ok <p(x) funksiyaning [xA,x*t |]  (A: =  0 , 1 , 2 , 1) dagi tebranishi 

bo'Isa, 5', uchun ushbu

| <уЛ = Е <у« (A x k = x k + \ ~ x k )  ( 2 0  1 6 )

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko 'ra  <p{x) funksiya \a, <?] da integrallanuvchi. 
Unda 1-qism. 9-bob, 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, V r  > 0 olinganda ham, 
shunday <? > 0 topiladiki, [a, в] oraliqning diametri Яр < S  bo’lgan har qanday P

bo'laklashi uchun

" L ^ k ^ k  < |
t=o ^

bo’ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan

(20.17)

(20.18)

bo’lishi kelib chiqadi.
Л-! |

Endi Sz = Z mk j /  ' sin Px x̂  v ig’indini baholaymiz. Ravshanki,

j  1,1 sin pxdx
cos pxk -  cos pxk+l <1

Demak, |S2j < — Z P a I  bo’ladi. p  ni yetarli katta qilib olish hisobiga 
P k=0

2 I £
- E k l < r
P k=0 2

bo’ladi. N atijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan yetarli katta p  lar

(20.19)

uchun ^(p{x)sm pxdx < £  bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 

lim j  (p{x)sin pxdx -  0

(20.13) munosabatning o ’rinli bo’lishi xuddi shunga o ’xshash ko’rsatiladi. ►
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Xususan, (p{x) funksiya \a, в] oraliqda boMakli-uzluksiz bo’lsa, uning uchun 
lemmaning tasdig 'i o ’rinli bo’ladi.

I-eslatma. Lemmadagi

j ( p )  = \'ii(p{x)sinpxdx , . / ,{p) = \"a(p(x)cos pxdx 

integrallar, ravshanki, parametrga ( p  -  parametr) bog 'liq  integrallardir. Mazkur 
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integral lam ing limitini integral belgisi ostida 
limitga o ’tib hisoblash haqidagi teoremani isbot qilgan edik. Bu teorem a shartlari 
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi oo da integral ostidagi funksiya
ning limit! mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun 
ham 2-lemma yuqorida alohida isbotlandi. Ikkinchi tomondan lemma parametrga 
bog’liq integraliarning limitini bevosita, integral belgisi ostida limitga o ’tmasdan 
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo’ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun 
ham umumlashtirilishi mumkin.

<p(x) funksiya [a, a) yarim  Integra Ida berilgan. в nuqta shu funksiyaning 
maxsus nuqtasi bo’lsin.

3-lemm a, [a, a) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy <p(x) funksiya uchun

lim \*<p(x)sinpxdx = 0 ,

lim \ (p{x)cos pxdx = 0 (20.20)

bo’ladi.
■4 Ixtiyoriy rj (0 < t ]  < b - a )  olib

^(p(x)sin pxdx

integral ni quyidagicha yozib

£ V (x ) jm pxdx  =  JJ ''(p{x)sinpxdx + J" ^<p{x)sinpxdx (20.21)

bu tenglikning o ’ng tomonidagi har bir qo’shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan <p(x) funksiya [a, <? -  /7 ) da integrallanuvchi bo’lganligi sababli 

yuqorida keltirilgan 2 -lemmaga ko’ra

lim £  n<p(x)sm pxdx = 0

bo’ladi. Demak, \ / s > 0  olganda ham, shunday p o > 0  topiladiki, barcha p >  p 0 
uchun

Г "  <p(x)sin pxd^  < ^  (20.22)

bo’ladi.
Shunga ko’ra (p{x) funksiya [a, в)  da absolyut integrallanuvchi. T a’rifga

binoan V£ > 0  olganda ham shunday ^ > 0  topiladiki, 0 < r j < S  bo’lganda

J* ^\(p(x)dx < ^  b o 'lad i. D em ak,
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\Z _ M p M * )d \  5  <  I  (20.23)

Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p  lar 
uchun

\e<p(x)sinpxdx < £  bo’lishi kelib chiqadi. Demak, lim \K(p(x)sinpxdx = 0
p~*cc 11

(20.20) munosabatning o ’rinli bo’lishi xuddi shunga o ’xshash ko’rsatiladi. ►
Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chiqadi.
1-natija. \ - n , n )  oraliqda bo’lakli-uzluksiz yoki shu oraliqda absolyut 

integrallanuvchi f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari n —> со da nolga 
intiladi:

lim an = lim — f f(x)cos nxdx = 0,
M-»OD ll-*O0 П

lim en -  lim — Г  f (x )s innxdx  = 0.
/ I —>00 n -> o c  Jl ”

2". DirLxle integrali. Furye qatorining yaqinlashuvchi ekanini o ’rganish, bu 
qator qismiy yig’indilari ketm a-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu 
maqsadda qator qismiy yig 'indisini qulay ko’rinishda yozib olamiz.

/( .r) funksiya [ - л , л )  oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos 
yoki xosmas m a’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib,

ak = — Г  f{ f)cosk ld t  (k = 0,1, 2,...), 
л  ”

ek = -~ J ” f( t)s ink td t  {k =  1,2,...)

so 'ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha f ( x )  funksiyaning Furye qatorini 
tuzamiz:

/ ( x )  ~ T ( f ; x )  = —  + ^  (ak cos kx + ek sinkx).
2  *=i

Endi bu qatom ing ushbu

f , , i f : x )  =  ~ + ' Z ( a k c o s^  + 6к s in te )
Z *=1

qismiy y ig ’indisini olamiz. Bu y ig ’indidagi ak (k = 0,1,2,...) va ek (k =  1,2,...) 
lam ing o ’rniga ulam ing ifodalarini qo’ysak, u holda

F" ( / ,  x ) - ~ ~  П  + f ( l \ cos k* cos to + si” to sin kx \ l t .

M a’lumki,
cos kt cos kx + sin kl sin kx = cos k(t — x).

Demak.

ғ Л / ; х ) = - \ яп/(<) - + f Jc o s k ( t - x )
z

dt.

Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o ’rinli:
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- +  YJc o s k { t - x ) =
sin(2n -  1)'—-  

2

2 sin
r - x

X aqiqatdan ham.

о • u 2 s m -
2 

и

-  + Ў  cos ku 
2 ы

. и . z/
= s in— + /  2 s m ~ c o s k u  =

2 A  2

= s/V?- + У
2 Й

1
k - - и

2y
=  SZZ?| >1 +  -  Izv.j/zz * + - / < -  sm

I  2 j
(z/ =  / - x )

Bu tenglik yordam ida F „(f  ;x )  y ig ’indi quyidagicha ifodalanadi:

. s in iln  + 1)-——

/Г. (/ ^ ) = ^ Г ,  / ( ' ) -----------:------Z - X
(20.24)

sin

(20.24) tenglikning o 'ng  tomonidagi integral f ( x )  funksiyaning Dirixle integrali 
deb ataladi.

Shunday qilib f ( x )  funksiya Furye qatorining qismiy y ig ’indisi Fn( f  ;x )  

parametrga bog’liq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat 
ekan.

f ’( x )  funksiya f ( x )  funksiyaning (-oo,+oo) ga davriy davomi bo ’lsin. 

Binobarin f ' ( x )  funksiya ( -  oo,+oo) da berilgan, 2л; davrli [-тг.+я-) da absolyut 
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f ( x )  funksiyaning 
o ’zini ( -  co,+oo) da berilgan, 2zr davrli, [~ л ,+ я )  da absolyut integrallanuvchi 

funksiya deb hisoblaym iz va f * ( x )  o ’rniga f ( x )  yozib ketaveramiz.
Endi,

-  x

2 j i  *

sin (2zz+ l)

. z - x
s in ------

2

-dt

integralda z = x + z/ almashtirish qilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya 
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integral I ash chegarasi o ’zgarmasdan 
qoladi (ushbu bobning l-§ iga qaralsin).

Natija

sin(2n + 1)“

. и 
s m -  

2

■-du

bo ’ladi. Bu in tegralni ushbu
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2л

sin{ln  + 1)—

L  A * + u)  + Jo" f (x + “ )

sin(2n + l ) -
ч /w

. иsin—
2

ikki q ism g a  ajratib , o ’ng tom ondagi b irinchi in tegralda u o 'zg aru v ch in i - w  ga 
a lm ash tiram iz. U holda

sinl  /7 +  - 1 w

Fn (/." ̂ )  =  -  Jo [ f i x  + «) + f i x  -  “ )]—   ^ - d u  (20.25)
Л  u -  . n2sin —

2
b o ’ladi. D irix le  integrali Fn{ f  ;x)  ning bu k o ’rin ish idan  ke lgusida  foydalaniladi. 

X ususan, f ( x ) =  \ b o ’lsa, (20 .25 ) m unosabatdan

(20.26)

S i n \  72+  -  U

■ - f j ;  1 a  ( « =1,2,3,...)
2  sin—

2
b o ’lishi kelib  ch iqad i. H aqiqatdan ham , bu holda

a0 = 2 ,a k = 6k = 0  (* = 1,2,3,...)
b o ’lib,

b o ’ladi.

•/-£. Furye qatorining у aqinlashuvchiligi
Endi berilgan  f ( x )  funksiya qanday shartlam i ba jarganda, un ing Fur>'e qatori 

yaq in lashuvch i b o ’lishini topish  b ilan sh u g ’ullanam iz.
l". Lokallashtirish prinsipi. Y uqorida keltirilgan  D irixle integrali

1

-du
57/2 П +

2 sin

quyidagi m uhim  xossaga ega. Ixtiyoriy S (6<5<n)  sonni o lib , (20 .25) integralni 
ikki q ism ga ajratam iz:

5 7 / 2  / 2  +  —  |7 7

Fn ( /• ’ -t ) = - J o '№  + «)+ / ( ^  -  w)]—  -------------- +
^  2 5 7 / 2 -

2

57/2 /2 +  — 177

+  ̂ J J i / ( ^ +  “ )+ /(■ * :-« ) ]  ^ du = J ^ n . S  )  + J 2( n ,S ).

O ’ng tom onidag i ikkinchi

257/7-
2
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sm n + -  \u
J2(n,S) = -  JJ[/(x  + » ) + / ( x -  m)]--------- ^

^  2 s in -
2

in tegraln ing  /? ->  qo da  lim iti m avjud va nolga teng. H aqiqatdan ham , berilgan  
/ f funksiya  [ - л",л-) d a  va dem ak [<5,^)da abso lyu t in tegrallanuvchi 

b o ’lganligidan

<P( и) = —Ц ; [/(^ + “) + /(^ - «)]
2 sin —

2

funksiya  ham  shu o raliqda abso lyu t in tegrallanuvchi b o 'lad i ([S ,л )  da s m ^  

funksiya  chegaralangan) va 3-lem m aga asosan

lim J 2(n,S)=  lim \’[(р{и)з'1п\ n +  -  \udu = 0
/»->Х /7->0С ^ У 2 у

N atijada quyidagi teorem aga kelam iz.
l-teorema. U shbu

• f • )JZ/7 /7 + -  «

У, (rt, J )  = - \ S0 [ f(x  +  w) + f ( x  -  w)]— - - y  du
*  2sin—

2
in tegraln ing  « oc dagi lim iti m avjud b o 'lg an d ag in a  D irix le  in teg ralin ing  /7 oo 
dagi lim iti m avjud b o ’ladi va

lim Fn( f ; x ) =  lim j \n ,d ) .
n —►x >cc

R avshanki, У ,(« ,^ )  in tegralda /  funksiyan ing  [ x - £ , x  +  <5] oraliqdagi 

q iym atlarig ina  qatnashadi.
Shunday q ilib , berilgan / ( x )  funksiya  Furye qa to rin in g  x  nuqtada 

yaq in lashuvchi yoki uzoqlashuvchi b o ’lishi bu funksiyan ing  shu nuqta 
( x - S ,x  + S) a tro fidaga q iym atla rigag ina  b o g ’liq b o ’lar ekan. Shuning  uchun 

keltirilgan teorem a lokallashtirish  p rinsip i deb  yuritilad i.
U ning m ohiyatini quy idag icha  ham  tush in tirish  m um kin.
Ikk ita  turli 2тг davrli / ( x )  va  (p(x) funksiya larn ing  har biri [- /г .+ тг) da 

abso lyu t integrallanuvchi b o 'ls in . R avshanki, bu funksiya larn ing  Furye qatorlari 
ham , um um an ay tganda. tu rlicha  bo ’ladi. B iror x0 e  ( -  тг.я) va  S ( 0 < S  < л )  
uchun

f ( x ) -< p (x) ,  ag ar x g [ x 0 - 5 , x 0 +  5 ],

/ ( x )  * cpix) , ag ar x  e  \ - л ,л ) \  [x0 - J . x 0 + ^ j  

b o ’lsa. u holda /7 ->  oo da bu funksiyalar Furye qatorlari q ism iy  y ig ’ indilarin ing  
xn nuqtadagi lim itlari yoki b ir v aq tda  m avjud (bu ho lda u la r b ir-b iriga  teng) 

b o ’ladi, yoki ular bir vaq tda m avjud b o 'lm ay d i.
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P irovardida, o ’quvch ila rim iz  e ’tibo rin i lokallashtirish  prinsip in ing  yana  bir 
m uhim  tom oniga ja lb  q ilaylik .

K eltirilgan teorem adan  in tegraln ing  « - > 0 0  dagi lim iti barcha

8  (0  < 8  < n )  lar uchun b ir vaq tda  yoki m avjud bo ’lishi, yoki m avjud 
b o ’lm asligi kelib  chiqadi.

2". Furye qatoriningyaqinlashuvchiligi.
2-teorema. In  davrli f { x )  funksiya [ -n ,n )  o ra liqda b o ’lakli-d iffercnsia lla- 

nuvchi funksiya b o ’lsa, u ho ld a  bu funksiyan ing  Furye qatori

- -  +  ^  (ak cos kx + ek sinkx)
2 k=\

[ -  n,n )  da  yaq in lashuvchi b o ’ladi. U ning  y ig ’indisi

T (f;x )  = —  + f d (ak cos kx + ek. sinkx) =  / ^ X +  Q) + / ^ X— ^
2  *=) 2

b o 'lad i. (x e  [ -n ,n ))
A  (20 .26 ) teng likn ing  har ikki tom  on i

l [ / ( x  + 0) + / ( x - 0 ) ]

ga к о ’pay ti rib  quyidagini topam iz

sin iл  + - L

- [ / ( x  +  0 ) + / ( x - 0 ) ]  =  - | o” l [ / ( x  +  0 ) + / ( x - 0) ] - A . - . ? /  ^  (20.27)
2 sin —

2
(2 0 .2 5 ) va  (20 .27 ) m unosabatlardan  foydalan ib  ushbu

К  ( / . x ) - ^  №  + 0) + / ( x  -  0)] 

ayirm ani quy idag icha  yozish  m um kin

r „ { f ; x ) - ~ [ f ( x + o ) + f ( x - o ) } =

■ (  Л5/« /7 +  — M
=  -  JJ [ / ( x  + u)+ f { x - u ) - f ( x  + 0 ) -  f (x  -  0)]— ^ du .

n  2sin—
2

A gar

5m( n + — \u
^  С  K x  + w) -  / ( x  + 0)] г/м =  J u, { f ;  x),

2 sin —

5 Ш | /7 +  — [?7

j ;  [ / ( x  -  w )-  / ( x  -  0)]----------- ~  -  = J 2„ ( / ;  x)
2 sin—

2
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deb belgilasak. unda

F„ ( f :x )~ 2  I X х  + ° )  + / ( л' -  ° )]  =  ( / •  ^ )  + J m ( / . '*)

b o ’ladi.
Endi У1я( / , х )  va  J in( f ; x )  I am i baholaym iz. Ix tiyoriy  6  ( 0 < 6 < n )  

sonni o lib  x )  ni ikki q ism ga a jra tib  yozam iz:

sm

J\n i f ; * ) = - Jo IX*+ “ ) - / ( *  +  o)l-
n +

I 2)
T • u2 sm — 

2

c/z/ +

S//Z A7 +

L okallashtirish  p rinsp iga asosan

lim - J J [ / ( x  +  i / ) - / ( x  + 0)]

sm

2sin-

И + -  |zv

du =  0
л-+* Л"

2 szzz

bo ’ladi. D em ak, V f > 0 o linganda ham . shunday  w0 = /70(£-,^)б УУ top ilad ik i.

V/z > «о uchun

SZA7 w H—  \u

^  2 5W -
2

£  
<  — 

2
(20.29)

b o 'lad i.
Endi (20 .28) teng likn ing  o 'n g  tom onidag i b irinchi in tegralni baholay lik . Uni 

ni tan lab  olish  h isobiga ye tarlicha  kichik q ila  o lish im iz  m um kinlig in i 
k o ’rsataylik .

Shartga k o ’ra, f (x )  funksiya \ - л ,л )  da  bo 'lak li-d iffe ren s ia llan u v ch i. B ino

barin. V xe [ - л-.л") n uq tada  un ing b ir tom onli chekli hosilalari, xususan , o ’ng 
hosilasi

; , „ Z L ± i ! h / k ± l ) = / ^ + o)

m avjud. D em ak. shunday <£, > 0 top ilad ik i 0 <  z/ <  <5, b o 'lg an d a  

А х + и ) - / { х + 0 \ ^ ^  ( M | = C 0 „ , )

u
b o ’ladi.

Shungdek. shunday > 0 to p ilad ik i, 0 <  и < S 2 b o ’lganda
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и
2

s i n '
< М2 (М 2 = const)

bo'ladi.

A g ar S = я7ш-|
/те

2 М ,А /2
d eyilsa , unda ixtiyoriy  п е  N  uchun

I f
U Jo

II
/ ( x  +  w ) - / ( x 4  0 )

~ — s w f  я  +  — u d u
II . и I 2 у

S / M  -  4  y  
2

II
< 1  r * / ( *  + < < ) - / ( *  + 0 ) 2

Л' М . иsin -
Ju < - (20.30)

b o 'lad i.
N atijada  (20 .28), (20 .29 ) va  (20 .30) m unosabatlardan  V f  > 0 o linganda 

ham . shunday  n0 e  /V top ilad ik i, barcha « > n 0 uchun < £  bo ’lishi kelib

chiqadi.
Ikkinchi integral

sin\ л  +  — |u

T ■ u2 sin -  
2

гЛ/

ham xuddi shunga o ’xshash  baholanadi va  ; x \< e  bo ’ lishi topiladi. D em ak. 

V f  > 0 o linganda  ham , shunday n0 e N  top ilad ik i, b archa  n > n0 uchun

^ ( / . • * ) - | №  +  0 ) +  / ( x - 0 ) j <

b o 'lad i. B u esa

l i m  / • ; , ( / •  - t )  =  -  [ / ■ ( ■ * :  +  0 ) +  / ( a -  -  0 ) J  
»-»» 2

ekan in i bild iradi.
Shunday q ilib , / ( x )  funsiyan ing  Furye qatori [ -т т ./г )  d a  yaq in lashuvchi, 

un ing  y ig ’indisi T{f,x) esa ^ [/(x  + 0 )+ /(x -0 )] g a  teng

7V ' ; x ) = l 1 + Z ( a ‘  cos^ +eA sinAx) = ̂  [ /(x  + 0) + / ( x  -  0)]. ►

R avshanki, teo rem a shartlarin i qanoatlan tiruvch i / ( x )  funsiyaning uzluksiz- 
lik nuqtalarida

T( j :x) = J b t ? i t / k - 0) ^ f{x )

bo’ladi.
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x = ±n  b o ’lganda ushbu bobning  l-§  ida ay lilgan  ushbu 
f { n  +  0 ) =  / ( -  я  +  0 ) =  / ( л -  -  0) 

teng lik lar e ’tiborga o linsa, unda

lim Fj j .  / ( - ^  +  0 ) + / ( - ^ - 0 )  =  / ( - л- + 0 ) + / ( я - 0 )
2 2 

/zm /(л- + 0 ) + / ( я - ° )  = / ( - я  + 0 ) + / ( я - 0 )
"  2  2

bo ’ladi. D em ak,

//ш  Ғ„ ( / .  - я ) =  lim Fn ( / ,  я  )  =  ^  [ / ( -  я  + О) + / ( я  -  0)]
/ / —►»  ZI-*<X> 2

y a m

Г ( / . - ж )  = r(/, ж ) = - [ / • ( -  ж +  0 ) + / ( ж  -  0)]

b o ’ladi.
2-natija. A gar 2 я  davrli f ( x )  funksiya [ - я , я ]  da u z luksiz , b o 'lak li-  

d ifferensiallanuvchi v a  / ( -  я ) =  / ( я )  bo ’lsa, bu funksiyan ing  Furye  qatori 
[ -  я . я ]  da yaq in lashuvchi, y ig ’indisi

T ( j ; x ) = f ( x )  (x  €  [ -Я ,Я  D
b o ’ladi.

20.5-misol. U shbu

f ( x ) = x 2 (x e  [ - я .я ] )
funksiyani Furye qa toriga  yoyilsin .

■4 M a’lum ki;

2  Л 2 . V ,  4 , Я 2  /  C 0 5 2 x  c o j 3 x  )x  +  > ( - 1 Г —  cos kx   cos x - c o s ---- ; ;  .... .
3  Jc2 3  I  2  3  J

R avshanki, x 2 funksiya [ - я , я ]  da  o ra liqda  2 -na tijan ing  shartlarin i 
qanoatlan tirad i. Shu natijaga ko ’ra. [ - я , я ]  d a  un ing  Furye qatori yaq in lashuvch i, 

y ig ’indisi esa  x 2 g a  teng  b o 'lad i.

2 я 2 4  , я 2 /  co .r2x  cos3xx = у  +1  (- U у  со*ь  = у  - x - c°5 - y — + - y —
( х е [ - я . я В  ►

20.6-ntisol. Ushbu
/ ( x )  = co5ox  (O < a  <  l)  

funksiyani Furye qa toriga  yoyilsin .
4  Furye koeffitsientlari

2 г* ,  ̂sin ал
a 0 =  — I cos ахах =  2 ---------- ,

я  0 я я

a  =  — Г  cos ax cos nxdx = — Г  (cos(a +  n)x +  cos(a -  n)x)dx =  ( - 1)" ■ - ПаГГ
л *  я J0 a - n  я

(л = 1.23,-.). 
e „  = 0  ( «  =  1 , 2 , 3 , . . . )
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bo'ladi. Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori
s in a n  la s in a n  £  (-1)* ,

c o s a x ------------ + ----------- > ™ — '— coskx
a n  n  - k

b o 'lad i. A gar bu / ( x )  = cosax  funksiya  2 -natijan ing  shartlam i bajarishini e ’tib o r
ga o lsak , unda

s in a n  2 a s in a n  £  ( - 1 )  ,
cosax  = --------- + --------------2. 2—— r  coskx

a n  n  n=\a  -  к
b o ’lishini topam iz.

K eyingi teng lik d an  x  =  0 dey ilsa

s in a n
K a - - k 2

ya m

_ _ £ _  =  i  + f  ( _ iy
s in a n  а Уа + к a - к

kelib  chiqadi. ►
20.7-misol. Q uyidagi

1

/(x) =
- x, agar -n < x  < 0 blsa,

[0 , agar 0 < x < n b o 'l s a  

funksiya Furye q a to riga  yoyilsin .
4  Bu funksiya  yuqoridagi 2-teorem a shartin i qanoatlan tirish in i k o ’rish  qiyin 

em as.
B erilgan funksiyan ing  Furye koeffitsien tlarin i top ib , Furye qatorin i yozam iz:

a. = — Г f  (x)cos kxdx = -  — f° x cos kxdx = — — x sin kx 
~ "  J « kn

+ — f° sin kxdx -  —z— (cos kn  -  cos 0) = —:—((- 1)* - l) 
k n 1-” к n  к n  ’

D em ak,

_ agar к toq son bo'lsa, 
“*=•>* л  agar к ju f t  son bo'lsa.

Endi e , koeffitsien tlarin i hisoblaym iz:

— Г f (x )s in k x d x = f  x sin kxdx=  — x ——  
n  л л  л  к

I к) c o ib :  ̂  c o s k n  ( - l)*  

Shunday q ilib , х е ( - ^ , я )  uchun
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л  2 у  cosQk - 1  )х

V l c h  ( 2 k - \ f  ' f t
+ У(„ ,)< = / ( , ) ,

'  к
х = ± л  da esa

b o ’l a d i >
20.8-misol. U shbu

f ( * h
I , agar -л- < X < 0 bo'lsa,

[-1, agar 0 < х < л  bo'lsa 

funksiya Furye q a to riga  yoy ils in .
4  Bu funksiya yuqoridagi teo rem an ing  shartlarin i qanoatlan tirad i. B erilgan 

funksiyan ing  Furye koeffitsientlarin i h isob lab , un ing Furye  qatorin i topam iz:

л  * л  * * л J0

a„ =  — Г  f(x)cosnxdx  =  — f °  cos nxdx -  — cos nxdx =  0  (n = 1,2,3,...), 
л*-я л  я л 10

— f(x)sinnxdx  =  — [° sin nxdx -  — [* sin nxdx =
” K]~' У ’ к ] я ^ Jo

=  ^-(cO50-CO5A2^) +  — ( с 0 5 И Я - CO.v0) =  - — (cO 5/7Л --C 0 5 0 ) = — [(- lJ1 -  l]
ПЛ

D em ak,

10 , agar n juft son bo'lsa,
4

—  , agar n toq son bo'lsa. 
пкShunday q ilib , berilgan f ( x )  funksiyan ing  Furye qatori

r  \  4 A  sin{ln -  l)x  4 (  . sin 3x sinbx )
T [ f  ;x )=  —  >--------------- — =  — \ sinx + -------- +  +  ...

2 /7 -1  3 5 J
bo 'lad i va  un ing  y ig ’indisi

T (f;x )=

f { x \  agar х е ( - л ,л )  l{0},
/ ( - 0 ) + / ( 0 )  !+ ( - ! )  n 
— — L^L - ’ =  — i  =  0  agar x  =  0 

2  2
f ( - x - 6 ) +  / ( - л  + 0)
—    =  0  agar х - - л

[ ( л - 0 ) +  f U  + o)
—   1 =  0 agar х — л

b o ’ladi. 71-ch izm ada / ( x )  funksiyan ing  va un ing  Furye qatorin ing  va  qism iy 

y ig ’ indilari tasvirlangan.
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. . . Л Ы м

у

хУ

Я------------ ►
1 к

я к  /  X

V .  /
я 0 х

1--------------►

71-chizma

1 Ч- Х _ _ ў : '

5-§. Qismiy у ig'indilarning bir ekstremal xossasi.
Bessel tengsizligi

/ (x )  funksiya [a, e] o raliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham  shu 

oraliqda integrallanuvchi bo 'ls in . O datda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ
rallanuvchi deb ataladi.

A gar f { x )  funksiya [a, в] da  kvadrati bilan integrallanuvchi b o ’lsa, u shu 

o raliqda absolyut integrallanuvchi bo ’ladi. H aqiqatdan ham, ushbu

| / ( . q < l ( i + / 2M )

tengsizlikdan foydalanib

LV(XK
ning m avjud b o ’lishini topam iz. Bu esa f ( x )  funksiyaning [o ,e ] da  absolyut in

tegrallanuvchi ekanini bildiradi.
A m m o f (x )  funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo ’lishidan, uning 

kvadrati bilan integrallanuvchi bo ’lishi har doim  kelib  chiqaverm aydi.
M asalan, ushbu

/ Ы = 7 =
Vx

funksiya (0,l] da  in tegrallanuvchi, lekin

x
funksiya esa (0. l] da  integrallanuvchi em as (qaralsin , 16-bob, 5-§).

D em ak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to ’plaini, absolyut integ
rallanuvchi funksiyalar to ’plam ining qism i b o ’ladi.

f (x )  funksiya [ - я л ]  d a  kvadrati b ilan integrallanuvchi funksiya, 7n(x) 

darajasi n dan katta  b o ’lm agan trigonom etrik  ko ’phad b o ’lsin:

ГЛ х ) = ~Г + 1  (a k coste  + Pk sinkx).
2 A=|
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R avshanki, bunday  k o ’phad  lar ham  [ - т г л ]  da  kvadrati b ilan integrallanuvchi 

b o ’ladi lar. K oshi-B unyakovsk iy  tengsiz lig idan

\ [ [ f ( * ) - W \ d x  (20.31)

in tegraln ing  ham  m avjudlig i kelib  chiqadi. Bu integral m uayyan f ( x )  da 

<*Q-a\,px,a 2ip 2,..,an,p„,...
larga b og’liq:

J  = j { a 0,av p x,a 2.P2 [ / ( * ) -  Tn(x)]2d x .

Endi quyidag i m asalani qaray lik . Shu koeffsien tla r qanday  tan lab  o lingandan  
. /  eng  kichik  q iym atga ega bo ’ladi? Bu m asalani hal e tish  uchun yuqoridagi 
(20 .31) integralni hisoblaylik :

JL /W  -  T J x jf d x  =  J f 2(x )dx  -  2  J f (x ) T J x )d x  +  J T2(x)dx  (20.32)

f (x )  funksiya Furye koeffsientlari uchun 

I

n«0 = -  1 / ( ^ ) ^ .

= — I  f (x )c o s  kxdx (k = 1,2,...)

= — j f (x )s in  kxdx (k = 1,2....)

form ulalardan  foydalansak,

J f(x)Tn(x)dx = ]  f ( x h  + cox Ax +  p k sinkx)
L 2 *-i

» vtn
ш: =  — a^n +

«o£o +  

. 2
b o ’ladi.

A gar

j  cox Axc& = J xz>i xtft = 0, J cox Ax xm  brctc = 0

(20.33)

I sin 2Axd!x = J cox2 Axofx =  я 

ekanini e ’tibo rga  o lsak , u holda

—°- + coxx  + Pk sinkx)
2 *=i

d x - n l + i k + A 2)
*=i

b o ’ladi. Y uqoridagi (20 .32), (20 .33), (20 .34) teng lik lardan  foydalanib  quyidagini 
topam iz:
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} № ) - 7',,(-y)]2^ =  J f 2{x )ilx -2n + i > A
.  ^  * = l A = l

+ Л

| + 1 « . 2 + 1 д
z  *=1 A=l 

4 2

= \ f ( x ) j x - n ^ + Z « r + I * . 2
Z A = l Ы

( g ° ; 0 o ) i + i ( « . - ° . ) 2 ^ s t o - * . ) 2
^ A=l A =1

Bu tenglikdan ko 'rin ad ik i.

} [ / М -  ^

integral

«о =  «о-

« А  =  « А '

9a - -

z  A = l  A= 1

b o ’lgandag ina o ’z in ing  eng  k ich ik  q iym atiga  erishadi v a  u qiym at

b o 'lad i, y a ’ni:

^  « Г , 1 / ( х ) -  7" (*)Г  &  =  f  / 2 (x>& -  7t
0().«1.А o„ .A, ” "

Shunday qilib  quyidag i teorem ani isbotladik.
3-teorema. f { x )  funksiya  [-л-,л-] da kvadrati b ilan integrallanuvchi bo 'ls in . 

D arajasi n dan ka tta  b o ’lm agan barcha trigonom etrik  k o ’ph ad la r {7„(.r)} ichida 

ushbu

Г ,  [ / ( * ) -  7n(x ) f  dx
in tegralga eng  k ich ik  q iym at beruvchi k o ’phad / ( x )  funksiya  Fury'e qatorin ing  
« —qism iy y ig ’indisi b o ’ladi:

m m \ \ [ f { x ) - T„(x)f dx = \ \ \ f { x ) - F n( f  ;x)] dx =
,M) 2 (20.35)

= \ я f 2 (х У Ь -к 0 2 х™1
f + Z « A  + Z «  

A = l  А =  1

3-natija. A g ar / ( x )  funksiya [ -л .л ]  da  kvadrati b ilan integrallanuvchi 
b o ’lsa, u holda bu funksiyan ing  Furye koeffsien tlari kvadratlaridan  tuzilgan:

i x ,  ! > a2
A = 1  A =  l

qato rlar yaq in lashuvchi b o ’ladi v a  quyidag i tengsiz lik  o ’rinlidir:

2  a = i  a = i  л
(20.36)
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<  (20 .35) m unosabatdan

l * J 2(x )d x -n

y a ’ni, V/7 uchun
-  *=i *=i

> 0

2 A.-U ы

b o ’ladi. Bu erda n ni cheksiz iikka intiltirib , keltirilgan  natijani va  tcngsizlikni 
hosil qilam iz.

(20 .36 ) tengsiz lik  Bessel tengsiz lig i deb  a ta ladi.

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qa toriyig’indisining 
funksional xossalari

B iz  m azkur kursn ing  14-bobida yaq in lashuvch i funsional qato rlar 
y ig ’indisin ing funksional xossalari ni batafsil o ’rgand ik . R avshanki, berilgan 
funksiyaning Furye qatori funksional qato rlarn ing  hususiy  holid ir. B inobarin , 
tegishli shartlarda  Furye qatorlari y ig ’indilari ham  14 -bobda  keltirilgan  xossalarga 
ega b o 'lad i. Q uy ida  u lam i isbo tsiz  keltiram iz.

f ( x )  funksiya [-л-.л-] da berilgan  va  uning Furye qatori

T (f;x )  = —  + Y^(an cosnx +  en sinnx) 
2  „= !

(20 37)

[ - л.лг] da yaqin lashuvchi b o 'lad i.

/". Furye qatorlari у ig'indisining uzluksizligi. A g ar (20 .37) qa to r [ -  n ,n \ 
da tckis yaq in lashuvchi b o 'lsa , u ho lda bu q a to m in g  T {f;x )  y ig ’indisi [ - л ,л - ]  
o raliqda uz luksiz  funksiya b o ’ladi.

2°. Furye qatorini hadma-had integrallash. A gar (20.37) qa to r [ - л . л ]  da 

•kis yaqin lashuvchi b o ’lsa. u ho lda (20 .37 ) q a to r had larin ing  in tegrallaridan  
izilgan.

4 Y ^ eM cosnxdx +  enfasinnxdx)=

s in n e -  sinna co sn a -co sn e
 +  в . . --------------- — -----------------

qato r ( -  л  < о  <  в <  л-) ham  yaq in lashuvchi bo ’ladi va un ing  y ig ’indisi

] T { f ; x ) d x

ga teng  b o ’ladi, y a ’ni

j T ( / ; x ) d x  = j —  +  cos nx + en sinnx)
. 2 „ = i

dx =

l l  =  l

J (an cos nx +  en sin nx)dx 
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3°. Furye qatorini hadma-had differensiallash. A g ar (20 .37) qa to r har bir 
had in ing  hosilalaridan  tuzilgan

£  ( -  nan sinnx + ne„ cosnx)
Л-1

qato r [ -  n, +  n \ da  tekis yaq in lashuvchi b o ’lsa. u ho lda berilgan  Furye qatorin ing  

y ig ’indisi T { f  ; x ) shu  [ -  n, +  я] da T '(f;  x )  hosilaga ega va

T '(f; x ) = l  ( -  nan sinnx +  ne„ cos / n )
n - \

b o 'lad i.
Shunday  q ilib , um um iy holdag idek  f ( x )  funksiya Furye qatori y ig ’ind isin ing  

funksional xossalarin i o 'rg a n ish d a  Furye qato rin ing  tck is yaq in lashuvchi bo 'lish i 
m uhim  ro 'l  o ’ynayap ti. B inobarin , Furye qato rin ing  tek is yaqin lashuvchi 
b o ’lishini ta 'm in lay d ig an  shartlarin i an iq lash  lozim  b o ’ladi.

4-teorema. Furye qatorining tekis yaqinlashishi. / ( x )  funksiya  n, + n\ 
o ra liqda  berilgan , uzluksiz  ham da f ( - 7 i ) =  f ( n )  b o 'ls in . A g ar bu funksiya 
[ - л-, +  n \ o ra liqda bo ’lakli -  silliq  b o 'lsa , u ho lda / ( x )  funksiyan ing  Furye 

qatori

T ( f  ; x )=  —  + Yd (o„ cos nx + en sin nx)
2 n=i

[ -  я.  + я]  o ra liqda  tek is yaqin lashuvchi b o 'lad i.

4 B erilgan  / ( x )  funksiya  Furye qatorin ing  har bir

un(x )= a n cosnx + <?„ sinnx (n = 1,2, 3 ,...)

hadi uchun

un (x )  =  ,an cos nx + en sinnx\ < +  |e„| (n = 1 ,2 ,3 ,...)

b o ’ladi.
Endi

T f + l W + W )
^  n  =  I

qa tom ing  yaq in lashuvchi b o ’lishini k o ’rsatam iz.
Furye koeffitsien tlari

J  Я  j  я

= — f f(x )co s nxdx, 6n = — \ f(x)sinnxdx
П п * n

ni qaray lik .
B o 'lak la b  in tegrallash  qo idasiga  k o ’ra

I r , /  \J s in n x )  I „/ x! . ,я
-  1 f v m  = -f {x )~ s in n x \ -  
я  l n \  n )  я  n

-  —  f / ’(j:)sin nxdx = -  -  • — f /'(j>:)sin nxdx, (20.38)
nn n n
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Agar / ( -  7г)= / ( я )  shartni e ’tiborga olsak, u holda

e„ =  -  • — I f'(x )cos nxdx (20.39)
" *  -n

b o 'lad i.
f \ x ) n ing  Furye koeffitsien tlarin i a'n va desak:

J *  j  n

dn = — \ f'(x )cos nxdx, e ,̂ =  — f  f'{x)sinnxdx ,
71 -n n -n

u holda (20.38) va  (20.39) m unosabatlarga k o ’ra

a„ = - -e '„ , e „ = - - a 'n ( « = 1 .2 ,3 . . . . )  
n n

b o 'lad i. N atijada

k l + W = ^ k l + KI)
b o 'lad i.

A gar

-ki+ki)=-ki+-kk̂ f̂ 2 +Л1+{(в»2+Л)4^2+в;')+~тn n n 2 \  n J 2 \  n J 2 n

b o ’lishini h isobga o lsak , unda ushbu

|a„ |+ |e „ |< l ( o ;2 + = ;= )+ -1  (20.40)
2 n

tengsiz likka  ega  bo ’lam iz.
Shartga ko ’ra f ( x )  funksiya b o ’lak li-uzluksizdir. B inobarin . u kvadrati bilan 

in tegrallanuvchid ir. Shuning  uchun bu funksiyan ing  dn, e'n Furye koeffitsientlari 

Bessel tengsiz lig in i qanoatlan tirad i, y a ’ni

2  „=1 я . ,

bo ’ladi. Dem ak.

^  n = l

qato r yaqin lashuvchi. U nda yaqin lashuvchi qato rlarn ing  xossalariga  k o ’ra  ushbu

(20.4!)% ; 2 + e ,2 )+  1
2 n ’ n2I

n - \

qato r ham  yaqin lashuvchi b o 'lad i.
Y uqorida keltirilgan  (20 .40) tengsiz likka  m uvofiq



q a to m in g  har b ir hadi (20 .41 ) q a to m in g  m os hadidan katta  em as.
T aqqoslash  teorem asiga  k o ’ra (qaralsin . 1-tom. 2-bob , 8-§) (20 .39) qator 

y aq in lashuvchi, dem ak.

q a to r yaq in lashuvchi b o ’ladi.
V cyersh trass a lom atidan  (1 4 -b o b , 2-§) foydalanib , Furye qatorin ing  

[ -  n, + /г] da  tek is yaq in lashuvch i b o ’lishini topam iz. ►

7-§. Funksiyalarni trigonometrik 
ко 'phad hilan vaqinlashtirish

Feyer yig'indisi. f ( x )  funksiya [ -  л, +  n\ o ra liqda  berilgan va  uzluksiz 

b o ’lsin. Bu funksiya Furye qa to rin in g  qism iy y ig ’indisi

Fn( / .  x) =  “  +  Z (ak CO.Vkx + ek sinkx)
Z *=i

dan  foydalanib . ushbu

* „ ( / . '* ) = - 1 Ф ; 4 +  ■■+K M ; ^ ) ] .  (2042)n 2
y ig 'in d in i tuzam iz. O d a td a  (20 .42 ) y ig ’ indi f(x) funksiyaning Feyer y ig ’indisi deb 
ataladi.

/ ( * )  funksiyan ing  Feyer y ig ’indisi a n( j ; x )  trigonom etrik  k o ’phad b o ’ladi. 

H aqiqatdan  ham , Furye qatori q ism iy y ig ’ind ilarin ing  ifodalari

/> .(/ v) “c ,

F\ ( / . '  x ) = -~- + a \ c°s  x  + e, s in x ,

F2 ( / ;  x )  = ^  +  a , cos x + e, sin x + a2 cos 2x +  e2 sin 2 x ,

Fn_x( f :  x) ~ ^  + a\ cosх + в\ sinx  + .. .  +  а я_ , cos(n -  l)x  +  e n_, sin(n -  l)x  

ga  k o ’ra

<r,(Z,9=f.
/  /. \  On I 1 .

<r2{ / ;  x ) = j  + 2 a' COSX +  2 в'SmX'
t ,  \ 2 2 . 1 л 1
V  . =  + '"  ° i ^  - e. sinx + - a ,  cos2x + -e-, s in 2x ,

2 3 3 1 3 2 3 2
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( г  \  W 1 П 1 1 / V
° " » V  • х ; = ----- + --------- t i i X + ---------- в , л / л X  + . . .  +  - а „  . с о л ( л -  1 ) х  +

2 л л  /?

1
+ —в„_, л/л/" л(л  -  1 )х = ~  +  X [ - —~ ак coskx+ - — - а к л/л i t )

2 *=iV я  п )
b o ’ladi.

A gar 3-§ da  keltirilgan ushbu tenglik
Ғи(1 ;х )= 1  (л  = 1 ,2 .3 ,.. .)  

ni e ’tibo rga  o lsak , unda  (20 .42 ) dan
a l(( l ; x ) = l  

bo ’lishi kelib  chiqadi.
(20 .42 ) m unosabatdagi Fk( f ;  x )  (A =  0,1, 2 .... л  -  l)  n ing  o 'm ig a  uning 

ifodasi

(20.43)

. 2* + ! 
s i n  и

F k (f> x) = - \  [ f (x +  “ ) + / ( x -  « ) ] -----------   du
710 2 sin -

2
ni q o ’y ib  quy idag in i topam iz:

f . 2A + 1
I *-i U  s m ~ ~ u

(/■ x) = —  Z  'i 1 L/(x + “ ) + / ( x -  «)]-------  du
n7Ik-° 0 2sin —

2

2л л -j
Y,sin(2k + 1)^

*=o

/ ( х + 2 , ) + / ( х - 2 , ) ^ д .я ( ц  +  |>

(/м =

d t .
S i n t k=0

Integral ostidag i y ig ’indi uchun

V 1 . i-,, ,\  sin ni2^51п(2к + 1)/ = ----------
k-Q Sint

m unosabat o ’rinli. H aqiqatdan ham ,
n - l  n - l

sin t X] sin(2k + 1 )/ =  Y.sint- sin(2k + 1)/ =
*=o *=,0

=  ^ k os2kl -  cos(2k + 2 ) /]=  - ( l  -  cos2nt)=  sin2 n t.
* = o 2  2

N atijada f ( x )  funksiyan ing  Feyer y ig 'in d is i ushbu

( / ; * )  = - -  \ \ j \ x +  2 ' ) +  / ( *  -  2 ' ) ( — - )  dt (20.44)
nn  0 \  Sint )
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ko'rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan

l = j k ( W | d ,
nx 0 \  sinl J

b o ’lishi kelib  chiqadi.
5-teorema (Feyer teoremasi). / ( jc)  funksiya [ -  тг, + /г] o ra liqda  berilgan . 

uz luksiz  va  / ( -  л-) =  / ( / г )  b o 'ls in . U holda

lim sup |cx„ ( / .  * ) - / ( * )  = ()
" - > У* - Л й х < я

b o ’ladi.
4  (20 .45 ) ten g likn ing  har ikki tom onini / ( x )  ga  k o ’pay tirsak , u holda

А7Л- о V Sinl J
b o 'lad i. Bu va (20 .44 ) m unosabatdan  foydalanib . ushbuni topam iz:

» „ ( / .  * ) - / ( * ) =  —  f [ / ( *  + 2 < )+  /(дс -  2 1 ) -  2 / ( д : ) ( ^ )  d t. (20.46)
ПК q \  5 Ш /  у

M odom iki, shartga  k o ’ra  / ( x )  funksiya [ -  л-, +  л-] da  uz luksiz  ekan , u K antor 

teo rem asiga  b inoan tek is u z lu k siz  b o 'lad i. D em ak. V f  > 0  o linganda  ham , 
shunday 8  =  cl> ( f ) > 0 top ilad ik i, |x '- x ' |< 2 < ^  tengsizlikni qanoatlan tiruvch i 

V x '.x 'e  [ - л -, + л-] uchun

| / ( * ’) - / M l < §  (20.47)

b o ’ladi. Shu top ilgan  5  sonni o lib  (uni £  < ^  deb h isob lash  m um kin), (20 .46)

in tegralni ikki q ism ga ajratam iz:
<T„ ( / ;  x ) -  / ( x )  = 7 l ( / i .5 ) +  y ; («. 8 )

bunda

J , ( n ;  » ) =  — J [ / ( x  + 2 ()+  / ( x  -  2 / ) -  2 / ( , ) ( — Y » ,
ИЛ u \  sinl J

J 2(n; rf) -  —- j [ / ( x  + 2 /)  + / ( x - 2 / ) -  2 / ( x ) f  d t .
п к g \  sm t J

Endi J \(n ,8 )  v a  J 2(n.S)  in tegrallarn i baholaym iz. Y uqoridag i (20 .47)

m unosabatn i e ’tib o rg a  o lib  quyidagini topam iz:

i / o . .  <?) s - I i / ( x + 2 . ) - / ( , M / ( ,  -  2 , ) - / ( 4 ^ f Y *  <
А77Г q \  S lY l l  J

< J _ r f i + £ Y ^ L < ^ r f £ ^ L  = £ .
мл- qV2 2 А  у пк  A  xmZ j  2
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D em ak, V f  >  0 o linganda ham , shunday  5  > 0  top ilad ik i, barcha n e N  lar 

uchun ;./,(>?, < -^ b o 'lad i.

Endi J 2(n,S) in tegralni baholaym iz.

— } |/(x  + 2 /)+ /(x  + 2 / ) - 2 / ( j r / — 1 —  dt
ПЛ 5 \  sin I J пл J V sin/ )

bunda M = max / ( x l .  R avshanki,
-Т5х5я

f  sinntX
I G 5 , -

2
(t)' > O) da

sin S

b o ’ladi. N a tijada  J 2(n, 5 ) uchun ushbu  \J2{n, >̂)| 5  — -  ̂  U

bahoga ega b o ’lam iz. A gar natural n sonni n >  n0 =

nn sin2 S  2 nsin1 S 
AM

q ilib  o lin sa  (bunda
£ sin S

[a] -a  sonini butun qism i), unda — —  < — va , dem ak, \J2(n, <?)| < -  b o ’ladi.
n sin' 5  2 2

Shunday q ilib , V c  > 0 o linganda  ham  shunday  6  =  ^ ( f ) >  0  top ilad ik i, 

V /7e A uchun |J , ( /7 ,^ ) j< ~  b o ’ladi. V a shu £ > 0 va  S  =  ^ ( f ) >  0 larga k o 'ra

shunday n0 top ilad ik i. V n > n 0 uchun Ц 2(/7.^ ) j < ^  b o ’ladi.

Bu tasdiq larni b irlash tirsak . V t  > 0 uchun shunday  n0 e N top ilad ik i, 

V/7 > /?„, Vx g  [ -  л, л] uchun \(7n{ f ; x ) -  f{x). < £  b o ’ladi.

D em ak. Um sap ; x ) -  / ( x ) |  < £  >
n-+K-KSxSn

N atijada, funksiyani trigonom ctrik  ko ’phad bilan yaq in lash tirish  haqidagi 
quyidagi teorem aga kelam iz.

6-teoremii (Veyershtrass teoremasi). A gar / ( x )  funksiya  [ -  л, + л \  da 

berilgan , uzluksiz  va  / ( -  л )=  / ( я -) b o ’Isa, u ho lda shunday  3 „ (x )  trigonom etrik  
ko ’phad topiladi,

lim sup | 3 „ ( x ) - / ( x |  =  0

b o ’ladi.

8-§. O'rtachayaqinlashish. Furyeqatorining 
о ’rtacha yaqinlashishi

Funksional ketm a-ketlik  va  qa torlarda  tek is yaq in lash ish  tushunchasi b ilan bir 
qato rda, undan um um iyroq o ’rtacha yaq in lash ish  tushunchasi ham  kiritiladi. 

l". O'rtacha yaqinlashish. [a.e\ o ra liqda b iror | / n(x)}:

/ ( 4 / = ( 4  / , ( 4  (2018)
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funksional k e tm a-ke tlik  v a  f ( x )  funksiya berilgan  b o 'lib , f„ (x ) (л  =  I, 2 ,3 ,. ..)  

h am da / ( x )  lar shu o ra liqda  kvadrati b ilan itegrallanuvchi bo 'ls in .
2-ta’rif. A gar

limj\f,(x)-A*)Y‘b = 0
b o 'Isa , (20 .48 ) funksional ke tm a-ketlik  f ( x )  funksiyaga [a ,e\ da  o 'r tach a  
yaq in lashad i deb  aytiladi.

M asai an, ushbu { / ,(x )} =  {xH}:

x, x~ x " , ... (x  6  [O, l])

funksional ketm a-ke tlik
, /  ч JO, agar, x  e  [О, I ) ho' Isa,

[1 , agar, x = I bo'Isa 
funksiyaga [o, l] da  o 'r tac h a  yaq in lashad i. chunki

Л Л ( * ) - / ( * ) Ғ dx = \(x" - O f  dx = \ x 2"dx =  —-1—
0 0 0 —л  +1

va dem ak.

lim f ( x " - o ) 2^  =  0
"->*>0

7-teorema. A g ar (20 .48 ) funksional ketm a-ketlik  / ( x )  g a  [я ,е ]  da  tekis 

yaq in lashsa , shu (20 .48 ) ketm a-ketlik  f ( x )  ga  [ я ,«] da  o ’rtacha yaq in lashad i.

< (20 .48 ) ketm a-ke tlik  / ( x )  tek is yaq in lashsin .
T a ’rifga  binoan, V f  > 0  o linganda ham shunday  n0 e  N top ilad ik i, Vn > n0 

v a  Vx 6 [я, e] uchun b ir y o ’la

b o 'lad i. D em ak, V/7 > n0 uchun

5 Л Л ( х ) - / М 2Л < | - ^ Л  =  £  
в - a

b o ’ladi. Bu esa

ckan in i bild iradi. D em ak, {/„(x)} ketm a-ketlik  / ( x )  funksiyaga [я, <?] d a  o 'r tac h a  

yaq in lashad i. ►
2-eslutma. Funksional ketm a-ke tlikn ing  [я, я] d a  o 'r ta c h a  yaq in lash ish idan , 

u n ing  shu o raliqda tek is yaq in lash ish i har doim  kelib  ch iqaverm aydi. M asalan, 

y u q o rid a  k o ’rdikki { /„ (x )}=  |x " ] ketm a-ketlik

r( JO, agar,x  e  [O, \ )bo'Isa, 
j  1, agar, x = 1 bo'Isa
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funksiyaga [О, l)  da  o ’rtacha  yaq in lashad i. B iroq bu funksional ketm a-ke tlik  shu 

/ ( x )  funksiyaga [O. l )  da  tek is yaq in lashm ayd i (qara lsin , 14-bob, 2-§).

Y uqorida  keltirilgan teorem a va eslatm a funksional ke tm a-ketlik larda  
o 'r tac h a  yaq in lash ish  tek is yaq in lash ish  tushunchasiga  qaraganda  kengroq 
tushuncha ekanini ko ’rsatadi.

Funksional qa torlarda  ham  o 'r ta c h a  yaq in lash ish  tushunchasi shunga 
o ’xshash kiritiladi.

[о. в ]  o raliqda

£ " » ( * ) =  (v)+ «2 (x )+ ... + Ut (x )+ ... (20 49)
i - i

funksional qa to r berilgan b o 'ls in . Bu q a to r q ism iy  y ig ’indilari 

(•*)  ̂Z (-̂ ) = и,(x)+ и2(x)+... + u„(x)
tr. I

dan iborat {5„(x)} funksional ketm a-ketlikni qaray lik .
3-ta'rif  A gar

Um j [S',, ( x ) -  S (x )]2<Zt = 0

b o ’lsa, (20 .49 ) funksional qa to r S(x) funksiyaga [a ,e\ da o ’rtacha  yaq in lashad i 
deb  ataladi.

2n. Furye qatorining o'rtacha yaqinlashishi. / ( x )  funksiya  [ -  я, + л ]  da  be

rilgan, T ( f  ; x )  esa  un ing Furye qatori

Т ( / ;  x )=  —  + Z ( a * cos Ax +  e , sin Ax)
2 v

bo ’lsin.
8-teorenia. A g ar / ( x )  funksiya [ - л ,  + л ]  o ra liq d a  uz luksiz  va 

/ ( ~  =  / ( ^ )  b o ’lsa, un ing Furye qatori [ -  л, + л]  d a  / ( x )  ga o ’rtacha yaq in la
shadi.

•«Shartga k o ’ra  / ( x )  funksiya [~л, + л]  d a  u z lu k siz  va / ( - / г ) =  / ( л -) .  U 

ho lda ushbu hobning 7-§ ida keltirilgan  V eyersh trass teorem asm ga asosan . Vz: > 0 
o linganda ham , shunday trigonom etrik  ko ’phad top ilad ik i, Vx e  [ -  л ,  +  л ]  
uchun

bo ’ladi. B u tengsizlikdan foydalanib,

\ [ f { x ) -^ ,X x) \ < ^ < ~ \ d x  = E (20.50)
-я 2.Л.,

bo ’lishini topam iz.
M a’lum ki, / ( x )  funksiya Furye qato rin ing  q ism iy y ig ’indisi Fu( f  ;x )  uchun 

] \f{x )-F „ {f - * )f  dx = 'pi" ]\f{x)~  T„{x)Ydx (20.51)
- Я  n - x
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b o ’ladi (qaralsin , 5-§). D em ak, (20 .50 ) va  (20 .51 ) m unosabatlarga k o ’ra 

f № ) " /• ;( /.•  л:)]2^  5 ] [ f { x ) - T „ { x ) l d x < e  ( V x e l - я , ^ ] )  

b o ’ladi. Bu esa

lim ] [ f ( x ) - F n( f ; x ) l d x  = 0

y a 'n i  f (x )  funksiya Furye qatori \ - л ,  + л \  d a  o ’rtacha yaq in lash ish in i 

bild iradi. ►
B iz  o ’tgan parag rafda  \ - л ,  + л \  o ra liqda  kvadrati b ilan integrallanuvchi 

/ ( x )  funksiya uchun ushbu

){ f (x ) -F , ( f ;x )Xdx=  ] f ( x ) d x -  n

tenglikni keltirib  ch iqargan  edik. B u teng likdan  k o ’rinadiki, agar

Hm ■{ j  / 2 (х )« [у  -  л ^ + i k + e , 2) = 0

у a m

b o ’lsa, u holda
л  z t =|

(20.52)

//;« j [ / ( x ) - F „ ( / ; x ) f ^  = 0

b o 'lad i va dem ak, / ( x )  funksiyan ing  Furye qatori [- л, + л ]  da o ’rtacha yaq in la

shadi.
Shunday  q ilib , / ( x )  funksiyan ing  Furye qato rin ing  [ -  л, + л \  d a  o ’rtacha 

yaq in lash ish in i k o ’rsatish i uchun (2 0 .5 2 ) ten g likn ing  o ’rinli bo ’lishini k o ’rsatish 
zaru r va  yetarli b o ’ladi. O datda (20 .52 ) Parseval tenglig i deb  ataladi.

9-§. Funksiyalarning ortogonal sistemasL 
Umumlashgan Furye qatori 

Funksiyalarning ortogonal sistemasL <p(x) va  i//(x) funksiyalar [« ,« ]  da  
berilgan  va  u lar shu o ra liqda  in tegrallanuvchi b o ’lsin.

4-ta 'rif. A gar

}<г>(х) ^ ( x > f c = 0

b o ’lsa, ^ ( x )  va  y /(x ) funksiya lar [a, в] d a  o rtogonal deb  ataladi.

M asalan , <p(x)= s in x , ig(x)= cosx  funksiyalar [ -л ,  + л ]  da  ortogonal 

b o ’ladi, chunki,

I  <p(x)-\l/(x)dx = J  sin x cos xdx = 0

bo’ladi.
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<p{x)= x ,  у /(х )=  -^х 2 -  I funksiyalar [ -  1, l] d a  ortogonal b o 'lad i. chunki

} -  i)< fc = 0 ■

Endi
^o(x), <p,(x )  (pn{ x \ ... (20.52)

funksiyalarning har biri [o, e] da  berilgan  va  shu o ra liq d a  in tegrallanuvchi bo 'ls in . 

Bu (20 .52) funksiyalar sistem asini {(^„(x)} kabi belg ilaym iz.

5-ta'rif. A gar {<p,((x)} funksiya lar s istem asin ing  istalgan ikk ita  <pk(x) va 

(pm(x) (k * m) funksiyalari uchun

]v M < p S x )d x  = 0 (к ф m)

b o ’lsa, {^„(x)} funksiyalar sistem asi [a. в] da  o rtogonal d eb  ataladi.

O datda. k = m (k =  0,1, 2 , . . . )  b o 'lg an d a

j (p*(x)Jx > 0  (к =  0 .1 ,2 . . . .  )

deb qaratadi. Bu in tegralni Ak kabi belgilaylik:

Ак = ] ^ ] ( х ) к  {к =  0,1, 2 , . . . ) .

A g ar (20 .52) si sterna uchun Ak -  1 bo 'Isa , {(pn (x)} norm al sistem a deyiladi. 

A gar (20 .52 ) sistem a uchun

Ы хуРт( ^ А (1 анаг\ фтЬ̂ !Т'q V . agar, к = m bo Isa

b o ’lsa, |<p„(x)} funksiyalar sistem asi o rtonorm al d eb  a ta ladi.

M asalan , 1) ushbu
1, cosx, sinx, co s lx , sin2x  cosnx, sinnx,...

sistem a (trigonom etrik  sistem a) [ - n, + n \  da  o rtogonal bo ’ ladi, chunki k * m  
b o 'lg an d a

j  cos kx cos mxdx = 0 ,  J  sin kx sin mxdx =  0

b o 'lib . ixtiyoriy m = 0 ,1 ,2 ,.. .  b o 'lg an d a  \  cos kx sin mxdx = Q b o ’ladi. «

2) Q uyidagi
1 cosx sinx cosnx sinnx

4 b l л/л л[л V / r  л[л
funksiyalar sistem asi [-л, + л] d a  ortonorm al b o ’ladi. Bu sistem an ing  [ - л ,  + л] 
da ortonorm al bo ’lishi ravshandir. U ning shu [ -  л, + л] da  norm al bo ’lishi esa
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I  сол’Ь : j  dx=   ̂ j  dx = 1 (A: = 0 , 1, 2 ,... )

b o ’lish idan kelib  chiqadi.
(2 0 .5 2 ) sistem a berilgan  b o 'ls in . U ning  y o rdam ida  tuzilgan  ushbu

(* ) = c0(p0{x) +  q p ,  (л ) + .. .  +  c„p„ (x ) + ... (20.53)
/1= 0

funksional q a to r {^„(x)} sistem a b o ’y ich a  q a to r dey ilad i, c0, c ,   c„,...

o ’zg an n as son lar esa  q a tom ing  koeffitsien tlari deyiladi.
X ususan, <pll(x)=  а,, cosnx + en sinnx b o 'lg an d a  (20 .53 ) qa to r trigonom etrik  

q a to rga aylanadi.
/ ( x )  funksiya [a ,e\ o ra liqda  berilgan v a  shu o raliqda integrallanuvchi 

b o 'ls in . R avshanki, f ( x )  (pn(x) (/? =  0 .1 ,2 , 3 ,...)  funksiya  ham  [a, в] da  

in tegrallanuvchi b o ’ladi. B u funksiyalarn ing  integral I arin i h isob lab , ularni 
quy idag icha  belg ilaym iz:

a n = j - ]  f(x)tpn(x)dx • (20.54)

Bu son lardan  foydalan ib  ushbu

Z af«9>»(jr) =  « о ^ о (^ )+ <*№^х)+ ... + a„v>„(-*)+ ••• (20.55)

q atom i tuzam iz.
6-tu’rif. a , .  - koeffitsientlari (2 0 .5 4 ) form ula b ilan aniqlangan

(20 .55 ) q a to r / ( x )  funksiyan ing  {?>„(*)} sistem a b o ’y icha  Furye qatori deb

ataladi. сГд .а , а „ , . . . -so n la r esa  um um lashgan  Furye koeffitsientlari deyiladi.

O datda, / ( x )  funksiya b ilan  unga m os um um lashgan  Furye qatori belgi 
o rqali quy idag icha  yoziladi:

/ С 0 ~  £<Хп<Рп(х)= a a(p0(x)+ a l(pi(x)+ ... + a„<pn(x)+

Mashqlar
20.9. Ushbu

/ ( x ) = e - * ( - 7 г < х < л )  

funksiyan ing  Furye qatori topilsin .
2 f t / f t  U shbu

/ ( x )  =  |co sx |

funksiyani Furye q a to riga  yoyilsin . Y oyilm adan foydalanib  quyidagi

i
n=i 4n - 1  4n - 1

qa to rlam in g  y ig ’indilari topilsin .
20.11. U shbu

/ M = * - W = W
funksiyani Furye q a to riga  yoyilsin .
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20.12. / ( x ) =  x , y>(x)= x 2 funksiyalam i (0, л-) da kosinuslar b o ’y icha  

yoyilm asidan  foydalanib . ushbu

У  cosnx _  З х 2 -  блх +  2л~2

h~nT~ ~ ~  i2-
teng lik  isbotlansin.
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